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Yosex je ckaon uctuiusarby cede u onola wila on jectlie U wita Wpeba duthu
yume camor cede gepunuwe. Iloctasma ce Upupogro TGUTAHHE 0 TOCTLAHY
objexatia Kojuma 6apatiamo u Koju cy 0KO HAC, KAKO Y OUUTDUBOM C8eY WaAKO
U Yy Kowctwpyucarom. Jegre wygre aetlite HORU Hadacao cam Ha YCamwberoT
maaguha xoju je cegeo usa upkee waegajyhu uctpeg cede cxopo Upasrum UOTAEGOM
KOJU Ce YUHUO TAAGHUM, OGCYTTHUM, QAU Hagacse cymoprum. IIpuwao cam my u
TUTLAO 0 YeMY PAZMUULDG, HAG WA Me Je CaMO TOTAEJAO HEMO, CYZHUM OUUMA
ayrum boaa. Taga cam wa Wpenywar y gyouny oKeara 6ugeo KaparepuchuwaHr
Wpasar ceetWAocU Koju je upogpo go mene. Ilocegeo cam ca rwum u 16106 UM
TAGMUYKOM U Hagam ce ga hemo ce Gonoso sugetiv. Hagam ce ga he ce
HACMEJATY KAga 6UJU 068a] Pag Koju 08uM Tytem tocsehyjem 3eesgama y Koje

mega. Xeaaa 6am.



Hacsos macTep paga: lrBapujanTHe KOHTaKTHe CTPYKType Ha S —paciojemuma,

Ha/Jl IIOBPIINMa

Pe3sume: VY oom pajy hemo cucreMaTuvHO WU3HETH U JOMYHUTU €0 TEXHUY-
Kux Jetasba pajsia Podepra Jlyma y KojeM mocmarpa KOHTaKTHE CTPYKType Ha
3—MHOTrOCTPYKOCTHMa KOje MOXKEMO BUJIETH Kao TOTAJHM IpocTop Hekor S’ rias-
Hor paciojewba m : ' — M wnax opujentaduinom nospmm. Hajrupe mgokazyjemo
ersucreniyjy S' MHBapHjaHTHUX KOHTAKTHUX CTPYKTYpa 3a JAT CKYIl KPYKHHIA
Y y dasznoj nospru M usHas Kojux ce dynkiumja (X)) anynupa, rjie je X BEKTOpP-
cko mnosbe uHmykosano S! gejcrsom. IloToM mokasyjeMo Ja yO4eHOM KOHCTPYK-
IIjOM MOYKeMO J100UTH cBe S' mmHBapmjanTHe KoHTakTHe dopme Ha F, Kao u Ja
IIOCTOJU JIOKAJTHU MOJIEJI YOUEHUX WHBAPHUjAHTHUX KOHTAKTHUX (DOPMHU Y OKOJIUHU
ckyna 1 (X). Torom nokasyjemo Jia y CBaKOj XOMOTOICKO] KJIACH MHBAPUjaHTHUX
IJIATKUX TI0J/ba paBHU Ha F mocToje nBe pbaMuinje MHBAPUjAHTHUX KOHTAKTHHX
CTPYKTYpa TreHeprucaHnx (opMama CYIpOTHE OpHjeHTalyje. 3a Kpaj OIHICYjeMO

3aTErHYTOCT W 3aBPHYTOCT HEKUX JIyIoBHMX KOHTAKTHUX CTPYKTYpa.

Kiby4He peun: KOHTaKTHa reoMeTpuja, S'—riasHa paciojerma, 3-MHOTOCTPYKOCTH,

3aBpPHYTe KOHTAKTHE CTPYKType
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I'maBa 1

YBOAHU IIOjMOBU U IPUMEPHU

1.1 KonTtakTHa reomeTrpuja

Hedbunnnuja 1.1.1. Heka je E r1aTka MHOTOCTPYKOCT HeNapHe JIUMEH3HUje U
¢ C TE rnarka mucrpudynuja Koaumensuje 1. Ypehern nmap (E,§) je KoHTaKTHA
MHOT'OCTPYKOCT YKOJIUKO 3& CBaKy TadKy p € F mocroju orBopeHa okosuna p € U

u audepennujanna 1—dopma o € Q' (F) taksa ga na U Baxku
1. keraa=¢ na U,
2. dal¢ je memerenepucaHa OJHOCHO CHMILIEKTHYKA.

Vkonuko nocroju jgudepennujaina 1—dopma o € QY(F) koja riobanaHo 3a-
Jlaje KOHTaKTHY CTPYKTYypy Ha F, Tama 3a F KaxkeMmo Ja je koopujeniadunra 1
caMy KOHTaKTHY MHOroctpykocT hemo osnadaBaru ca (E, ker«) y mom ciyuajy.
[Tonpazymesahemo j1a cy cBe KOHTaAKTHE MHOIOCTPYKOCTH KOje padMaTpamo KOO-

pujeHTadMIIHEe ceM YKOJIMKO HUje HATJIAIIEHO CyIPOTHO.

Hedbunnmuja 1.1.2. Heka je M ruatka muoroctpykoct u w € Q%(M) mupou-
3BoJbHA 2—dopma. Panr mudepennujaine dopme w y tTauku p € M ce nedunuiie

KaO paHr JITHEAPHOT IIPECINKaBalba
* .
TyM — T M : X)) — tx,w.

VY cBakoj Tauku p € E konrakTHe MHOrOocTpyKOoCcTH (E, ker o) BujumMo j1a Bazxku
1a je ker a, Nker day, = {0} mro cienu Ha ocuoBy nemerenepucanocT dhopme do
Ha ker a. Ha ocHoBy Hemerenepucanoctu da Ha ker av 10JaTHO ©MaMo J1a je je3rpo

npeciauKasama doy, 1 T,E — T; FE jennomumeH3mMOHAIHO.
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Cammum THM, Sa yHampes m3adpaHy MeTpuky Ha £ nobujamo na je T,E =
ker o, @ ker doy,, ka0 m ga je dimkera = 2n, n € N, Te BuaumMo 1a KoOpHjeH-
Tabu/ITHAa KOHTAKTHA MHOIOCTPYKOCT MOpa OWTH HemapHe juMmensuje. Buaumo ma
IIPETIIOCTAaBKa KOOPHUjEeHTAOUIHOCTH HHUje OWMjia HEOIXOHA Ja OUCMO 3aKJ/byIU/IN
Jla je JUMeH3Huja HellapHa jep je apryMeHT OMO WU3HeCceH y Tadku p € FE, Te Bu-
JINMO J1a je cBaKa KOHTAaKTHA MHOT'OCTPYKOCT HellapHe JIMMeH3Hje, U Jia je YCJIOB Y

JedUHATIIU HA TTOYETKY CyBHIIIAH.

IIpumep 1. Heka je mara muorocrpykoct R?" ! ca koopaunarama (21, y1, - - -, Tn, Yn, 2)-
Taza je (R ker aiq) KOHTAKTHA MHOTOCTPYKOCT, Tjie je agq € (R nara
ca
n
Ogtg = dz + le - dy;.
i—1

JIupeKTHUM padyHOM JI0OHjaMo Jia je
Qgeq A (dageg)™ = dz Adxy ANdyy A -+ Adxy, A dy, # 0.

YodeHy KOHTaKTHY CTPYKTYpPYy heMo 3BaTu CUWaHgapgHoM KOHIGAKTIHOM CTPYK-

wypom wa R

IIpumep 2. CBaka 3—MHOIOCTPYKOCT JOIYINTa KOHTAKTHY CTPYKTYpy [9]. VY
JUMEH3UjH D MOCTOje MHOT'OCTPYKOCTHU KOje He JIONYIITajy KOHTAKTHY CTPYKTYPY,
npumep je SU(3)/SO(3) [14]. Ca npyre crpane, Tajrec y cBom pamy [3] nokasyje
Ja yKomko je M mpocTo moBe3aHa, Taja OHa JOMYIITa KOHTAKTHY CTPYKTYpPY. Y
mumensujama 2n + 1, n > 2 muaorocrpykoctu SU(3)/SO(3) x S?~* ne nomymrrajy
KOHTAKTHY CTPYKTYpy [14].

Kako pasmarpamo rjiaTke MHOTOCTPYKOCTH Ca JIOJATHOM KOHTAKTHOM CTPYK-
TYPOM, KeJIIMO Jla ITIOCMaTpaMo IIpecJnKaBama Koja he momToBaTh Ty HOJATHY

CTPYKTYPY, T€ Ca& TUM Yy BE3W YBOJUMO HAPEIHY JIeDUHUAIIH]Y.

Hedunnunmja 1.1.3. Heka cy (E1,&;) u (Fs, &) 1Be KOHTAKTHE MHOTOCTDPYKOCTH.

Kazxkemo na je mpecnukaBame [ : E; — Foy Kxon@ax@omopdudam yKOJIUKO BAXKU

na je fuby = &o.

Jlema 1.1.4. Hexa cy (E,ker ay) u (F,ker ay) gse koniakiine MHOTOCTUPYKOCTU.
Taga cy (E,keray) u (E,ker a) xonmaktmomoppre aocpegctieom gupeomopdu-
ama f: E — E axo u camo axo toctoju wetira Pgynryuje p € C(E) xoja je

Heuwesasajyha nwa E u easrcu frfas = p- .
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[Topen mojma KoHTaKTOMOpP(hU3Ma 3a KOOPHjEHTAOMIHE KOHTAKTHE MHOTOCTPYKO-
CTH MMaMO W II0jaM CUWpolol KOHWAKITUOMOPPHUMA TOe 3aXTEeBAMO JOAATHO 113 je
ffa; = ap.

Jloxas. (=) Iokaxkumo Hajupe ma je ker a; = ker f*ay. Ilo npermocrasim nmamo

na Baxku f, ker a; = ker an. Heka je X € ker ;. Taga mmamo 1a Baxku

aa(fiX) = (ffa)(X) =0,

Te X € ker f*ay. Yromuko X € ker f*as, Tasa nMamo J1a BazKu

(f*a2)(X) = e2(f.X) = 0,

Te Ha OCHOBY IpermnocraBke f, ker a; = ker ap mmamo na je f. X € f, ker ;. Kako
je f: E — E mudeomopdusam, TO je CHenujaaHo f, MHjeKTUBHO, T€ BayXKH Ja je
X € ker a;./Iakse 3ancra nmamo ga je ker ay = ker f*ao.

Kako je f mudeomopduzam, To nmamo ga je u popma f*ao KOHTAKTHA U CIIe-

nujasno Hennryesasajyha dopma. Hexka je p € E npoussosmsno u X, € (ker, )¢ =
(ker f*ap)®. Taga umamo Ja je 106po JedbunucaH cKagap fi, = facl”?—)((Xﬁ’)
p

3a KOBEKTOD [ip - 0y — f*ay BUAMMO J1a je WIeHTHYKN Hyja Ha 1,F, Te cTora
BaxKN jenHakocT (f*as), = pp, - (aq),.

Hebuanmumo dynxmmujy p @ £ — R : p — p,. Ilpumernmo na kKako cy
dopme a1 u f*as HUTIE nUrae3asajyhe, TO HU MPECIUKABALE (i HE MOYXKE Y3UMATH
BpeaHocT HysIa. Kako Baxku jia je f*as = i - oy TavKa 1O TavKa U KakKo cy (opme
ffas m aq TitaTke, TO caeau 1a je u PYHKIMjA [ TIATKA.

(<) IIpernocraBumo na pagumo y mpon3BosbHOj Tauku p € E. Kakoje u: E —
R nurme unryezasajyha dyuknuja, To umamo na je ker ay = ker f*ay. 2ZKenumo na
mokaxkemo jia je f, ker oy C ker ap. Hexka je X € ker oy mpousBospno. Taja mmamo
na Baxknu f, X € ker oy ma crora Ha OCHOBY MPETIIOCTABKE f,(p = [i + (v IMAMO 2
je

0=a(fiX) = fraa(X) =p- a(X),
Te KaKO je 1O MPEeTIOCTABIM L HUr/e uirde3aBajyha (OyHKIHja, TO BaxKW Jia je
X € ker ay. Ilokazaau cmo makie ga Baxku f, ker ay C ker as.

2Kenumo jormr J1a mokazkemo ooparny nHkJy3ujy. Heka je X € ker ap. Kako je

npeciukasame f : E — E nudeomopdusam, To je ektop f. X nodpo nedbunucan

1 3a mbera mMaMo Ja BazKH1

0=a(X)=o(fif,'X) = ffoo(fi'X) = p-oa(f, ' X).
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Kako je dbymukuuja p seumruesasajyha, To godujamo ga je aq(f1X) = 0, e
camuM M 1 Ja je fo1X € kera;. Kaxko je f.o (f;'1X) = X, To nodujamo aa
Baxku ker ay C f, ker .

Bajeano ca mperxogHuM jgooujamo ga je f.kera; = keras. C ob3upom Ha
IIPOU3BOJLHOCT Tadke p € F KOjy cMo (bUKCHpaJIM Ha MOYETKY JI0OMjaMo Jia Cy (v

U (rg KOHTAKTOMOP(HE. ]

IIpumep 3. Heka je nara crangapina KoHTakTHa (popma Ha R? ca koopaunaTama

(x,y,2) y 0diuKy agq = z + x - dy. Taga 3a npeciankaBamwe
[R5 R (z,y,2) = (V2x,V2y, 2z — ay)

paxku Ja je f € Diff(R?) u f*agq = 2+ - dy — y - dz. Bugumo nia je oBo jegan
cTporu KoHTakToMopdusam usmely dopmu agq 1 2z + - dy — y - dx. 3a dopmy

2+ x - dy — y - dr hiemo Taxobhe cmaTparn 1a je cTangapaHa Ha R3.

IIpumep 4. YKOJIUKO y IPETXOJHOM IPUMEPY He CKaJUPaMO T U Y KOOpJMHATE,

JI00MjaMo Jia je TpecIuKaBarbe

f:RgﬁRS : (':an7z)'_> (:L“,y,z—xy)

taxohe mudeomopdusam o R3, amm he Bazkutn 1a je ?*astd = %(z—i—x -dy—y-dx),
Te je ? mpuMep KoHTakTomMopdusma uszmehy dopMu agq 1 2 + x - dy — y - dx Koju

HUje CTPOT.

Teopema 1.1.5. Hexa je (E, ker ) xonaktuna mrotoctipykocti. Taga Goctuoju

Jegunctuseno sextmopcko uone R, € X(F) wakeo ga sasrcu:
1. a(R,) =1,
2. Lr,a=1tp,da=0.

oxas. 3a ceaky Tauky p € E je da|r,p KococuMerpudna (hopMa MaKCHMATHOT
paHra Ha OCHOBY dYWIbeHHIIE j1a je do cuMiutekTudka. CamMuM THM, Ha OCHOBY
HEMapHOCTHU JIUMEH3HUje UMaMoO Jia je IheH paHr 2n, ma mMaMo Jia je je3arpo ker do
jenHomuMensuonayHo. Kako Baxku 1a je ker a N ker do = () Ha OCHOBY KOHTAKT-
Hor yesioBa v A (da)™ # 0, To uMaMo Jia 3a BEKTOPCKO TI0Jbe 3a KOje BaxKh JIa
je tg,(da) = 0 Bpemnoct mspaza a(R,) # 0. Ilpsu yciaos he Hopmuparu 0BO

BEKTOPCKO TIOJbE. [
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JeJIMHCTBEHO BEKTOPCKO T0Jbe U3 IIPeTXo/iHe TeopeMme hemo HaszuBaTu Pedosum
BEKWOPCKUM TOMEM KOHUWarHre gopme . llpuMeTnmo ga YKOIUKO MMaMO IBE
KOHTaKTHOMOp(QHE KOHTaKTHe dopMme oy u v Ha E, ogrocHo nocroju pu € C*(E)
TaKBO Jla BaxXku f*ay = [ - ap mMamo 1ia iy, g, doy = —(fiRa,)(pt) - o, 3a mTA @
Upuopy, He 3HAMO JIa Ce aHyJIupa, T€ CAMUM THM BHJIUMO Jia je qunamuka PedoBor
BEKTOPCKOT 110Jba Be3aHa HE CaMO 33 KOHTAKTHY CTPYKTYpPY, Beh U 3a KOHTAKTHY

dopmy Koja je 3ajaje.

Jlema 1.1.6. Hexa cy gatie oy, an € QY (E) xonwaxmine gopme na E. oy u oy cy
KOHWAKTOMOPPHE aKO U camo axo woctoju gugpeomoppusam f : E — E waras
ga 8aoHcU

ffar ANas = 0.

Jloxas. (=) Buaumo Ha oCcHOBY jieduHUIM]e KIMHACTOT IPOM3BOJIA Jia he y mpo-

U3BOJbHO] TAYKH MHOTOCTPYKOCTH BaKWUTHU 1A je
fron Naa(X,,,Y)) = an (fiXp)aa(Y,) — an(f.Y)aa(X,) =0
OJTHOCHO J1a BazKu

a1 (fiXp)a(Yy) = ar(fi¥p)aa(X,) =0

3a mpousBoJbHe BeKkTOpe X, Y, € T,

Vkommko onabepemo Y, € ker,as u X, € (ker,a;)® xoje mocroju jep je ay
KOHTaKTHA GopMa, TO BEIUMO jaa Mopa ga Baxku f.(Y,) € ker ay, mro 3maqun ga
BazK1

ker, ay C keryqy aq = ker,, ffa.

[TormyHO aHAJIOTHUM ITOCTYIIKOM JIOOMjaMO U OOPATHY WHKJIY3U]Y, T€ BaXKU Ja
je ker, ay = ker, f*oy 3a cBaxko p € F, na Baxku u ker ay = ker f*a; Ha ocnoBy
IIPETXO/IHOT UMaMO Jla MOCTOju TyiaTka dyHkmuja u : F — E TakBa Jia Baxn
ffay = p - ag, mTO je u Tpedasio JIoKazaTH.

(<) Kako Baxku ga je f*ay = p- g 3a meko u € C*(E) Tto mmamo ga je
ffagr Nag = 0. O

Hapeuy Teopemy HaBommmo 0e3 J0Ka3a, a EH j1oKa3 ce Moxke Hahnm y [4].

Teopema 1.1.7. (I'pejesa ctiadbunnocti) Hexa je {& }icio,1) tratixa damunuja xon-
WaKTWHUT CTUPYKTYPa Ha 30MW60peno] muotoctipykoctiu M. Taga Goctoju uso-

wotuja { Pt }icp) na M warea ga

diy (&) = & 3a csaxo t € [0, 1].
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Vroauko je ceaxa & 3agatlia w106aam0 1-hopmom o, UPETUTOGHU U3PA3 j€ eKBU-
sanenitian wome ga sa ceako t € [0,1] Gocwoju mawmra PGynkyuja Ny : M — RT
WaAKBa §a BaANHCU

¢:Oét = My

Hedunnnmja 1.1.8. Heka je M 3arBopeHa (KOMIAKTHA U Oes I'DAHUIE) MHO-
rocrpykoct mumensuje n. @ukcupajmo konadan araac {(Us, ;) Y, n kommakTe
K; C U, rakBe Ja je UZ]\LI K; = M. 3a a € QF(M) osnaunmo ca a’ kooppunaTHe

dyHKIMIje dopme o'y KapTu p;, Tj.

(o7 )= Za} dz’, I=(iy<-<it), do’=dx" N Ndax'.
T

Tana gedunumemo ciemaehe Hopme

i
Oa’y

ox’

« = max max ai o = ||l 4+ max max
laler = max max fajl, faller = lafler +max max

Mozke ce mokazaTu Jia oBa JedUHUII]a JI00pa, OJHOCHO Jla CBaKa 3aTBOPEHA
MHOTOCTPYKOCT JIOIYIIITa KOHATHHU aTJIacC Ca TPAXKEHUM CBOjCTBOM, Ka0 U Jia, HEOBH-
CHO 0 M300py KOHAYHOT aTjiaca W HHU3a KOMIIAKTa cBe rope meduncane C' Hopme
3a71ajy WCTy Tomojorujy Ha mpoctopy (M) , HO TO Tpemalyje OKBHpE OBOT

pasa. 3a Jerasbe BUIETH [5].

Hedbununuja 1.1.9. Tononorujy nupykosaHy om0 Kojom on nperxogpux C*

nopmu hemo masmsaTu jakom Burrujesom C! Tomonormjom na mpoctopy 2F(M).

CraB 1.1.10. Hexa je oy KoOHWAKTHG HOPMA 1A 3GTLE0PEHO] 3-MHOTOCTLPYKOCTLU
E. Taga sa ¢uxcupany C' nopmy na QY (E) woctioju € > 0 wWakso ga 3a Upou-
zeowno oy € QY(FE) saorcu

oo — ailler < e = ay je kKonwarmna gopma.

Joxas. @uxcupajmo C nopmy na Q(E) onpebeny konaunum atiacom { (U;, o)},

u xomnaktuma K; C Uy, {K; Y, Uf\il K,=F.
Y kapru (U;, ¢;), i € {1,..., N}, he dopma oy umaru 3amuc

gy = f1 d.fEl + f2 dCL'Q + f3 dl’g.
JupekTHUM padyHOM JI00MjaMo J1a je

dO{O = df1 VAN dl‘l + de VAN d{L’Q + df3 A d!l?‘g,
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Kao | Ja je
ap N\ dog = < Z sgn 7 - fw(l)axﬂ(z) fﬁ(g))dscl A dxy N dxs,
meSym(3)

rze cy ca Sym(3) o3nadene nepmyranuje ckyna {1,2, 3}.

Heka je K; C U;. Kako je p;(K;) KOMIaKTaH U (p KOHTAKTHA, TO BUJIUMO Jia
je
min)‘ Z sgn - ffr(l)axrr(g)fﬂ(?)) =mc (Oa +OO)'

i TeSym(3)

Heka je cama oy € Q'(F) npoussosbna pudepenmujanna dbopma. Taga y

ckiony kapre (U;, ¢;) hopMy qp MOXKEMO 3alUCATH KAO
a1 = 71 del —+ ?2 dlEQ —+ 73 daﬂ‘g
U JIMPEKTHUM PAIyHOM JOOUjaMO Jia je

oy ANdoy = ( Z sgn T - ?W(l)&cﬂ@jﬂ@)dazl A dxoy N dxs.
weSym(3)
Kemumo na mponahemo € > 0 10BOJFHO MaJIO TAKBO J1a je
‘ Z sgn7r~77r(1)(9%(2)7ﬂ(3)’ >0 na @;(K;).
weSym(3)
Younmo ja Ha @;(K;) Baxn

’ Z Sgnﬂ-'?ﬂ'(l)aﬂﬂw@)?ﬂ'@)‘

meSym(3)

2‘ Z Sgnﬂ'fﬂ(l)azw(mfﬂ(?))‘

meSym(3)

— 3! ™ Oz ™ ~f Do f ’
(max - max| fr) Do fr(o) = S 0o F0)|

Te JKEJUMO JOII Jia ONEHUMO Pa3JIHKy
|fi s, fie = F3 05, Fil-
Ha ¢;(K;) umamo na je
| fi Ou; fr — Fi O, fr] < lloa — aollen (2llaoller + [lar — agllen),
Te y3uMarbeM MakcuMmyma 1o ;(K;) mobujamo na je

;I%?(X)|fz axjfk —?i 8%?1@’ < HOél - OéoHcl (QHOZOH(Jl + HOél - 040“01)-
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BajesiHO ca mpeTXOoMHUM J00ujaMo Ja je Ha ;(K;)

‘ Z Sgnﬂ"?ﬂ’(l)aﬂcw@)?ﬂ(?»))

weSym(3)

>m =3l lar — aofler (2l aoller + llar — aoller).

Heka je cama ||a; — apl|cr < €. Buammo ma moxkemo yseru € > 0 JOBO/BHO MaJIo
TaKBO JIa je

Z sgn 'Tm)azm)?w(:a)‘ >0

weSym(3)

N
Ha ;(K;). Kaxko kommakraux K; nma koHauno muoro u Baxu |J;_; K; = E, To
MOzKeMO y3eru € > ) JJOBOJBHO MAJIO J1a Ha cBakoM ;(K;) BasKu NPETXO/HA OleHa,
o/laKJie BHJIMMO Ja je 3a cBaky Tadky p € F dopma ) KOHTaKTHA, MITO je U

TpedaJIo JIOKa3aTH. O]
CraB 1.1.11. Hexa cy o u oy KORWaKHe Gopme na 3ae0peno] 3— MHoToCTLPYKOCTU
E xoje cy C* bausy. Taga je 3a ceaxo t € [0,1] gopma

a=(1—-1t) -+t
KOHAKTHA.

Zlokas3. Youaumo Jia 3a € JI0OOHjEeHO U3 IIPETXOHOI CTaBa JI0OUjaMo Ja je
||(It — Oé()“cl =t- HOél — OC()Hcl <eg,

IIITO TIOKa3yje Jia je CBaKa vy KOHTaKTHA. ]

1.2 TI'1aBHa pacJiojema

Hedununmja 1.2.1. JlujeBa rpymna G je MHOTOCTPYKOCT KOja je YjeJIHO U IpyTa,

TaKBa Ja Cy IIpeC/IMKaBaiba

m: GxG— G, (91,92) — g1 9o, i: G — G, gr—>g_1

rJIaTKa.
IIpumep 5. Kpyxuuna {z € C : |z| =1} = S C C je npumep Jlujese rpyme.

IIpumep 6. I'pyna R\ {0} y ogrocy Ha mHOXKEHmE je npumep Jlujee rpyre.
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Hedbunnnmja 1.2.2. G—ruaBHo paciojeme je ypebhena dersopka (E, M, m, Q)
takBa na je (E,M,G, ) pacmojeme, a G JlujeBa rpymna Koja J1eCHO J€jCTBYje
Ha npocropy E mpm 4demy TO JejCTBO dWyBa CJOjeBe M Ha CBAKOM OJ CJIOjeBa je

CJI000/THO U TPaH3UTUBHO. (G Ce Ha3WBa CTPYKTYPHOM I'PYIIOM TJIABHOT PaC/IOjerha

(E,M,r,G).

SL—>$ X

Cmuka 1.1: S' rmasHO pacnojeme 7 : £ — M ca Totamamm mpoctopom S1 x M
HaJl opujeHTadbuaIHOM TToBpIu M.

Y nperxoanoj peduHUNEjI cMO HaBen Ja he caoj G—TriiaBHOT pacjojerba OUTH
yupaso JIujeBa rpyna GG. To moxkemo BujieTu Ha ciejiehu Ha9WH.

Kako je m : E — M paciojeme, TO IMaMO JIa je IPeCIUKaBaIbe T, CYPjEKTUBHO,
Te je cBaka Tadka p € M peryiaapHa BPeIHOCT OBOI IpecinKapama. CaMuM TUM
nodujamo ga he 7 1({p}) samcra dGurn nomMHOrOCTPYKOCT 011 E, Te caMuM THM 1
MHOT'OCTPYKOCT.

VBuauMo fa Kaxo je gejcrBo (G c10004HO U TPAH3UTUBHO HA CBAaKOj pUOPHU, TO
je cBaka ¢dudpa y ckiony G—riaBHor paciojema jaudeomopdnua ca G. 3aucra,
VKOJIMKO YOUHMO MPOU3BOJbHY (UODPY M Yy HOj NPOM3BOJLHY Tauky a € p~ 1 {b},
TO W3 TPAH3UTUBHOCTU HMMAaMO Jla 3a CBaKy JApyry Taduky ¢ € p~ '{b} mocroju
g € G TakBO ;a Baxu a - g = ¢. U3 cj0doaHOCTH 3aK/bydyjeMO Ja YKOJIMKO Ou
MOCTOjaJIu ¢1, o € (G TAKBU Jla BaXKWU @ - §; = C = @ - o, TAJIa, OUCMO UMAJIN JIia je
(a-g1)-92 = a-(g19; ") = a, Te HA OCHOBY CJIOBOTHOCTH 3aK/bYTyjeMo Ja je g1g; = = e
OJIHOCHO Jia je g1 = go. Hakue mpecsmkasambe o, : G — p~'({b}) : g — b- g he

ycroctaBuTu Jirpeomopduzam u3mehy oBUX MHOTOCTPYKOCTH.
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IIpumep 7. Heka je M mpomsBo/bHa MHOTOCTPYKOCT. Taga je pp : M x St — M
3ajemno ca gejersom S' ma M x S' marum ca €’ - (p,e®) = (p,e'0+¥)) jemmo
S1—rnasno paciojeme nag M x S'/S1 ~ M. Oso paciojeme HazuBaMO WPUGU-

jaanum S Tarasnum pacaojersem.

IIpumep 8. Mynrummkarusaa rpymna R\ {0} nejersyje na R***1\ {0} no npasuy
t-z,3atc R\ {0} mxecR™!\ {0}

V3 10, jacHo ga je R\ {0} yjeaHo u MHOrOCTPYKOCT KA0 OTBOPEHA TIOJMHOTOCTDY-
kKocT o1 R Ha Kojoj je omepanuja MHOXKera HemnpekuiaHa, Te je R\ {0} 3anpaso
JIujeBa rpyma. JacHo ce Buan ja je jeduHUCAHO JI€jCTBO CJI000HO U TPAH3UTUBHO,
N0k je mpoctop opomta (R*"F1\ {0})/(R\ {0}) ~ RP™.

Osume cmo nokazamm ga je 7 : R\ {0} — RP" jenno R\ {0}-rmasuo

pacJiojerse, TJie je T OpojeKInja Ha KOJUIHUIKHU ITPOCTOP.

Hedbunnnuja 1.2.3. Heka je E — M rimaBHO paciiojeme ca cTpyKTypHOM JIuje-

BoM rpymnoMm (G, amja je JlujeBa anredpa g, u Heka je 3a p €
op,:G=>FE:g—=p-g

npecankaBambe geduHncano gecauM aejcrBoMm G Ha E. Tagma je 3a cBaku BEKTOp
£e€gca

ép = (0p){ €TLE
JIe(PUHICAHO BEKTOPCKO TIOJbe % Ha F, Koje Ha3mBaMO (PyHJAMEHTANHUM BEKTLOP-

CKUM TOMEM TPUGDYHCEHUM BEKTLOPY & .

Kaxo cmo Beh mpokomeHTapucanam fa je yIpaBo IpeciiKaBambe 0, anudeo-
Mopduzam Ha OpOUTY, TO MUMaAMO JIa je OHO CIeIUjaJHO MMep3uja Ha OpOUTY.
Kako je caka opbura yTolbeHa Kao MOAMHOrOCTpyKocT y FE, To mMmamo Ja je
o,: G — 7 '({p}) = F umepsnuja kao komnozumja sudeomopdusma u yaarama.
Crora 3akspydyjeMo jga moctoju dim G nuHeapHO He3aBUCHHUX (DYHIAMEHTAJTHUX
BEKTOPCKUX TOJbA.

3a cBaky JlujeBy rpyny G mmamo 100po JedUHUCAHY A€6Y U GECHY WPAHCAA-
uujy esementiom g € G Koje cy riaTka mpecamkasama Ly : G — G :x— g-xn
Ry:G—=G:z—xz-g.

Jlema 1.2.4. Hexa je G Jlujesa tpyta v Ly : G — G u Ry : G — G sesa u gecra

wpancaayuja Ha 1oj. Osa tpecaurasaroa cy gupeomoppusmu Jlujese ipyue G.

10
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Aoxas. Jacwo summmo ma je Ly o Ly = Ly 0 Ly =idg, xao n ma je Rjo Ry-1 =
R, 1oR, =idg. Kaxo cy L, u R, riaTka IpecinkKapaiba TO JI00MjaMO TPazKeHo

TBpheme. O

Hedbunannmuja 1.2.5. Heka je ' — B ryiaBHO pacJjojeme ca cTpyKTypHOM JIuje-

BoM rpynoMm G, uuja je Jlujesa anredpa g. dedunuriemo npecinkaBame
Ad(g) = (d(Lg o Ry-1))e - 9 = 9.

Hedbununuja 1.2.6. Heka je maro G rmasHo paciojewse E — M. ludepenmu-
jammy 1-bopmy 6 € QL(E, g) ca cBojersuma

1. R0 = Ad(g~")ob
2. 0(v) =v3acBevEg

r7e je ¥ (pyHIaMeHTaJTHO BEKTOPCKO T0Jbe TIPUIPYKEHO BEKTOPY ¥ Ha3uBaMoO Pop-

Mmom Konekcuje na G raasHom pacaojery B — M.

Mozxe ce okazaru ja cBako (G—TJIaBHO paciiojeme JoIyIiTa (popMy KOHEKCHje,

Buziern [13].

¥R

Cnuka 1.2: Jlokamna tpuBnmjasmsanuja paciojema Hag U, C M u Xxopu3oHTaIHA
nucTpuoyImja ker € y tauxku p.

11
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IIpumep 9. V ciyuajy Kaja je cTpykTypHa rpyna G = S! curyaruja ce 3HauajHO

ynpomthasa. Hanme mmamo 71a je
T.S' = iR = R,
Te (popMy KoHekcuje Ha S’ IVIaBHOM paciiojerby MOKEMO BUJIETH Kao AudepeHIy-
jaany 1-bopmy 0 € Q'(E,R). Kako je R komyrarusra rpyua, o je Ad(g) = id,
I1a IIPBU yCJIOB IOCTaje
R0 =10.
Homarro, moxkemo cmarpaTn fa je S' C C, ma caku esemenT S MoxkeMo 3amm-

caTH y 00Ky e u mudepeHmpameM IPETX0IHOT U3pasa, 1Mo t J001jaMo

(i)

e cMo ca X O3HaYMIu (PyHIaMEHTAJTHO BEKTOPCKO I10J/be IPUIPYKEHO BEKTOPY

:ite — EXQ — 0,

t=0

(1210, + 1220s,)(1,0) € T(1,0)S*. Kopumhemem Kapranose dopmyse gobujamo na
je ,CXQ == Lxde + dLXe = Lxdg = 0.

IIpumep 10. Heka je mato Xomndoso paciojeme 7 : S? — S2. Ono uma crpyk-

Typy S'-rmaBHOr paciojema Tie je JejcTBO JaTo ca
e . (z1,29) = (eie -z, e 29), e e S, (21,2) € 83 C C~

JIupeKTHOM ITPOBEPOM J00HjaMo /I je BEKTOPCKO II0Jbe TeHeprcano S'-mejcTBom

1810 €a X (2 ) = (1210s + 12202, (21,20)- Popma 0 € Q'(S?) nara ca
0 =—i-(Z1dz + Zadz)
he dutn; jesmHa popmMa KOHEKCHje HA OBOM PAC/IOjery. 3aKCTa, BHINMO A je
0021 ,2)(X) = —i(Z1d21 + Zad22) (5, 2) (121, 120) = |21 |* + |22]* = 1,

e TI0C/Ie/iha jeTHAKOCT BaxKu jep (21,22) € S3. V3 1o Bupmmo na hie dpopma 6

OuTH MHBapHjaHTHa y oAHocy Ha S nejerso us
<6i9)*(—i(§1d21 +52d22)) = —i(e‘w . €i0§1d21 —+ e_w . ewEgsz) = —i(Eldzl —f—EQdZQ).

Nako jernTuMan, IPeTXOJHU PadyH Tpeda IMazK/bUBO CIIPOBECTU U OOPATUTH
HaXKby Ha TO ja audeomopduzam e : §2 — §3 mocmaTpaMo yjeaHo Kao MHOXKEHe

0

ca € 1o KoopauHaTaMa 21 U Zy U Kao judeomopduzamM ca qudepeHIjasomM

de? = e’ 0
0 ei@ :

12
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1.3 WMuaBapujanTHe KOHTAaKTHe dopme

Heka je E 3aTBOpeHa MHOIOCTPYKOCT TaKBa Ja Ha, I0j IMaMO 3a/1aT0 IJIaTKO S
JIejCTBO Koje je CI0D0IHO W TPaH3UTHBHO 1o dbubpama. Ykommko S' Bummmo xao
nojgckyn y C, tajga kasa dpukcupamMo HEKY TadKy p MHOTOCTpyKocTu E MoxKemo
nocmarpatu kpuse ¢*(p) : S — E nedununcane ca s — € - p n medpunucarun

BEKTOPCKO IToJbe Ha F jaTo ca

(%)

Ha ocHoBy riiaTke 3aBHCHOCTU pellierha OOUUHE T epeHnjaae jeJHatunHe o1

©*(p) = Xp.
s=0

IMOYETHUX YCJIOBa, OBO BEKTOPCKO MoJbe he dwrm riarko. OBo he ympaso dwrtn

byHIaMEHTATHO BEKTOPCKO o/be X MPUIPYKEHO BEKTOPY (1210, + 1220,,)(1,0) €
T(l,o) Sl.

Hedbunnnuja 1.3.1. OyHj1aMeHTATIHO BEKTOPCKO 1T0/be X TPUIPYKEHO BEKTOPY
(1210, + 12202,)(10) € T(1,0)S", & KOje CMO €KCIIUIUTHO KOHCTPYHCAIIN y HPETXO/I-

HOM Tacycy hemo HasuBaTH 6eKUOPCKUM Tomem Tpugpyscenum St gejeisy.

Hedbunnnuja 1.3.2. Heka je qaro S' = R/Z rnasuo paciojewe 7w : E — M u
Heka je o € QF(E) npouspobHa mudepennujanna k—dopmMa. 3a o KaxkeMo 1a je

unsapujantlina y ognocy na S' gejetico na E yKOMMKO Baxu Ja je
(¢*)*a = a, 3acBako s € S*,

rze je {¢°}iest jeaHomapamerapcka rpymna audeoMopdusamMa reHepucaHa BEKTOP-

ckuM 1ojbeM X Koje je npuiapyzkeno S! nejcTsy.

Ha ocnoBy cBojcTBa jemnornapamerapcke rpyue jaudeomopduzama u J1eduHU-
nuje JIujeBor m3Bo/ia JIy»K BEKTOPCKOT 110Jba, JIOOMjaMO J1a je TPeTXoaHa JeduHm-
nja ekpuBajieHTHa ToMme fa je Lya = 0, rae je X BEeKTOPCKO IMOJbe TPUIPYKEHO
S nejcrsy.

Kako hemo ce Haja/me DaBUTH WHBAPUjAHTHUM KOHTAKTHUM CTPYKTypama Ha
S!—riaBHEM paciojemnuMa HaJ, 3aTBOPEHHM IIOBPIIHMA, TO HaJa/be IPeTHOCTa-
B/baMoO Jia je dimE = 3 u dim M = 2, kao u ma cy muHororocrpykoctu E u M

3aTBOpEHE U OpHjeHTadUITHE.

Jlema 1.3.3. Hexa je gatio S' = R/Z wnasno pacrojere m @ E — M u neka je
a € QF(E) apoussonna gupepenyujarna k—gopma. DPopma o je uneapujaniina

axo u camo axo je Lxa = 0.

13
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Jloxas. (=) Hexa je dopma o € QF(F) nusapujanTra. Taga mMaMo /a 3a CBaKo
s € S! Baxknu na je
(*Ya=a

JudepentmpameM MIPETXOHOT U3pa3a Mo § JI00UjaMo J1a je

o () oo 2)

(<) Heka 3a dbopmy a € QF(E) Baxku na je Lxa = 0. To 3Haun j1a je

(@)

Kako je {¢®}sest jemnonapamerapcka rpyna audeomopduszama, To BUAUMO Jia 3a

a=0.
s=0

Vo = 0.
0(90)04

Ss=

HIpou3BOJbHO § = ty € S Baxku 1a je

(@)oo= ()

rJie IPEeTIOC/Ieba jeJHaKoCT Baxku jep (¢)* u (%) [s—o KOomyTHupajy. Omasie

() (@) a = (p") Lxa =0,

S=

BEMMO Ja je mpecimkaBambe ST — QF(E) 1 s — (¢°)*a xoncranTHO. Kako je

" = idg1, To modujamo TBpheme. O

VY npumepy 9 cmo Bugenn jga 3a ¢opmy KoHekcuje 6 Ha S'—riaHOM paciio-
jemy m: E — M wmopa ma Baxu Lx6 = 0, e cmo ca X 0O3HAYUIN BEKTOPCKO
nosbe npuapyxeno St nmejersy. Camum TuM je dopMa KOHEKCHje jeJaH IpuMep
WHBapujaHTHe hopMe.

Ha ocnoBy komyTtaruBHOCTH JIUjeBor u3Boja u gudepeHiipjaa J00ujaMo Jia je
u Lxdf = 0. Kako je y3 To u npeciukaBame 7, : ker 0 — T'M m3omopduzam, TO

uMamo J100po jedpunucany gopmy € Q*(M) taxsy na je df = w*.

Hedununuja 1.3.4. Heka je naTo S'—rmasno paciojeme 7 : E — M u § dbopma
KoHekcuje Ha mwemy. @opmy Q € Q?(M) Taksy a2 je

dfg = Q)
HaszuBaMO (opMOM KpuBuHE (hopMme KoHekcuje 6.

Mozke ce HOKa3aTH /la BayKi HapeIHa TeopeMa o Kiacudukammju S —riaBHux

pacJiojema HaJl bukcHoM nospiu M uuju ce jroka3 moxke nponahu y [6].

14
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Teopema 1.3.5. Heka je m : E — M jegno S'—uaaeno pacaojerse nag tospuiu u 0
popma Konexcuje nwa remy. Taga je ono y GOWAYHOCTY 0gpeHEHO KOTOMOAOULKOM
Kaacom [ € HgR( M) 1€ Je Q popma kpusune Tpugpyosrcena dopmu xorexcuje 6.

Koxomonrowra xaaca [ ne osucu o uzbopy gopme xonexcuje.

Hedunumnuja 1.3.6. 3a kontakrhy dbopmy a € Q' (E) na Toraanom npocropy S*
IJIABHOT pacjojema 7 : F — M KaxKeMo Jia je uH8apujaHiiHa KOHWAKWHA PopMa

YKOJINKO BazK! J1a je mHBapujaHTHa y omHocy Ha S' mejcTso Ha E.

1.4 Jledunumnmja ckyna > u IpuMepu
VMHBAPUjAHTHUX KOHTAKTHUX CTPYKTypa

Hedbunumuja 1.4.1. Heka je 7 : E — M jenno S'—riaBno paciojeme, o €
QY(F) unpapujanTHa KoHTakTHa gopMa u X BEKTOPCKO HOJbe TPHJIPYKeHo S

nejery. Lnarky dyukuujy o X) € C*(F) HaszuBamo XaMUJITOHUjAHOM.

Jlema 1.4.2. Hexa je m : E — M jegrno S'—uaasno pacaojerve, o € QYE) un-
sapujantina Konwmakwna gopma. Xamuarmonujan o(X) € C*(E) je unsapujar-
War gystc AuHUje TOKA GEKTOPCKOT Topa X U UOCWOJU TAGIKO UPECAUKABAILE

p € C®(M) wmaxso ga sasicu T = a(X).
/loxas. Ha ocHOBY MHBapujaHTHOCTHU (v JOOMjaMO Ja je
Lx(a(X)) = (Lxa)(X) 4+ o([X, X]) = 0,

mTo nokasyje ga je dynxmuja (X ) nasapujanta y ognocy ua St nejerso. Camum
THM, ©MaMo J00po meduHncaHO npeciukasmbe p € CP°(M) maro ca ¢ = a(X),

IITO je U TpedaJIo MOKA3ATH. O]

Hedbunnnuja 1.4.3. Heka je maro S'—rmasHO paciojeme m : E — M, Heka
a € QY(F) unsapujantha kontaktHa dopma u @ € C®(M) kojy naje nema 1.4.2.
Ckyn ¥ = {p € M|p = 0} masusamo cuniyaapnum cxyiom. Cxyn 7 '{p} za

p € X hemo nazuBatu Jleacarngposom opouTLOM.

[Tpumernmo ga je ckyn X C M ckyn y 6a3u Koju ofroapa CKyIy {p €
Ela,(X) = 0} y Torammom mpocropy S' rmasmor pacmojema 7 : E — M. Cne-
IIjaJIHo, BHJIIMO Jia JIexKaHapoBoj opOuTH oarosapa Kpy:KHHIA S' y ToTasHoM

npoctopy E Koja cByJa JiexKn y KOHTAKTHO] CTPYKTYPH.
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QICES

Ciuka 1.3: Tauka p € m !(3): KoHTaKTHa paBaH CaJpXKHU IpaBall BJIaKHA, Tj.

a(X)=0.

Cras 1.4.4. Hexa je m : E — M jegno S' wnaeno pacaojere u 6 € QYE)
Ppopma Konexcuje na remy. 3a c6aKy unsapujantiny gqudeperyujanny 1—popmy
a € QYE) aoctmoje matuixa dynxyuja @ € C¥(M) u gugpepenyujarra 1—dpopma
B € QY (M) waxse ga sasrcu

a=n"p -0+ 7"p.

Jloxas. Heka je o(X) Xamumironujan u Heka je ¢ riarka GyHKIHja Taksa Ja je

¢ = a(X), a Koja mocroju Ha ocHOBY Jieme 1.4.2. Youumo ja je taja
Lx(a—7"¢-0)=Lxa—X(m"p) -0 —1"¢p-Lx0 =0,

IIITO TIOKazyje Ja je mudepenrujaana 1— dpopma a— 7% -6 nHBapujaHTHA Y OTHOCY
na S! nejereo. Mzmeby octanor, Buaumo ja je u (a—71*¢-0)(X) = a(X) —a(X) -
0(X) = 0.Camum TuM, noctoju audepennujanna 1— dopma S € QH(M) raksa 1a
BaxkM T3 = o — ' - 0, mTO je m TpedaJio MOKa3aTH.

]

Jlema 1.4.5. Hexa je 7 : E — M jegro S* taasno pacaojerve u 0 € QY (E) dopma
xonexcuje na rwemy. Dopma o € QYE) je wonWarWina axo u camo axo je go
na anax p* - Q+ @ -dB + B Adp popma satupemure na M, Gpu wemy cy @ u

gepurucany y cwasy 1.4.4.
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Jloxas. Kopucrehu cras 1.4.4 nodujamo ja je o« = m*p-0+7*F 3a veke p € C°(M)
u B € QY(M). JTupeKTHUM PadTyHOM JIOOHjaMO Ja je

da = (t"de) N0+ 0 - T Q + 7*df,
rie je Q € Q*(M) dopma kpusume 3a 0, Te ysumajyhn y odzup aumenzujy M
J00njaMo 1a je

aANda= (7p)* - OATQ+ 70 -0 AT*dB + 75 (B A dp) N 6.

(=) IlpermocraBumo jga je dpopma o KouTakTHa. Tajga mmamo ja Baxku a A do #
0, Te Kako je BeKTOpPcKO nosbe X mpuapyxkeno S' nejcrsy memmuesasajyhie, To

Ji00ujaMo J1a je
ix(aAda) = 7*Q* T Q+ 1o - 1 dB+ T (BAdY) = 7 (p? - Q+@-dB+ B Adp) # 0.

Ha ocuoBy unmenurie ga je 7, : ker § — T'M mzomopduzam godujamo j1a je

@ Q+p-dB+BAdp#0

y cBakoj Tadku F jep y cynporHOoM ¢dopma o He OU OmJia KOHTAKTHA.

(<) IIpermocraBumo caza Ja je
¢2.Q+@-d5+ﬂAdS@3’éo'

Beh cvmo Bunmenun ma Baxku

aANda= (1) - OATQ+ 70 -0 AT*dB + 75 (B A dp) N 6.

Kako je BekTOpcko mospe X mpuapyxkerno S mejerBy Hemmruesasajyhe, To je mo-

BOJHHO ITPOBEPUTH JIa j€

ix(a Ada) = (0> Q+p-dB+ B Adp) # 0.

Ha OCHOBY aHTUCUMETPUIHOCTU KJIMHACTOI' IIPOU3BOJa U aHTUCUMETPHUIHOCTU dOé
10 apryMeHTHUMa, 3a JIPyra JIBa BEKTOPCKA I10Jba MOXKEMO IIPETIIOCTABUTHU 0€3 yMa-
Iberha OMIITOCTH Ja Jiexke yuyTap ker 6. Kako je m, : ker § — T'M uzomopduzam
u Kaxo je o2 - Q+ ¢ -dB + B A dp dopma 3anpemune Ha M 10 HPETIOCTABIM, TO

nodujamo J1a je hopMa v KOHTAKTHA, IIITO je U TPedaJso JTOKA3aTH. O]
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I'VTIABA 1. YBOJIHHU IIOJMOBH U IIPUMEPH

Ha ocnoBy nperxomne jieme u ummeHune aa je ¢ [y= 0 modujamMo ma ce KOH-

TaKTHE ycI0B Ha 7 (X)) cBomu Ha

BANde #0,

JoK Ha 7w L(M \ ) mobujaMo Jia ce KOHTAKTHU YCJIOB CBOJM Ha UCHUTUBAH-E JIa je

oo (24 L pnas)) = (o a(2)) 40
% 2 2

IIITO je eKBUBAJIEHTHO TOME J1a je

Q+d(£) £0,
@

Ha OCHOBY 4HmbeHHIlE Ja je ¢ # 0 na M \ X.
Jlema 1.4.6. X = ¢~ 1(0) he dutiu KoHauna GUCIYNKITNG YHUJA KPYHCHUUA.

/oxas. Ilpumernmo na he 0 dutn perynapra BpegHOCT DYHKIMje (o, HHAYUE Ha
nodujamo ma Baxku [ A dp [g= 0, CyIpoTHO MPETIIOCTABIIN Jia je (v KOHTAKTHA
dbopma. Crora hie ¥ = ¢ !(0) dutu 3arBOpeHa mojMHOrOCTPYKOCT 07, M 1uMeH-

3uje 1 0THOCHO HeKa KOHA4YHA JIMCJYHKTHA YHHja KPYXKHUIIA. [

JIema 1.4.7. Hexa je m: E — M jegno S'—inasno pacaojere. Ipetiiiociiasumo
ga tocmoju o € QYE) unsapujanting xowwmaxwmna @popma na E. Hogatimo,
HEKA Je X CUMTYAGPHU CKYT TPpugpysHcen Popmu o. YKoAukKo gee KoMUOHEHULE
uosesanoctiu M; u M; cxyua M \ ¥ gogupyjy ucisy Kpyscruyy, onga ce 3nax @

na M; u M; mopa pasaiurosatiiu.

/loxas. IlpernocraBumo cymporHo. Taja mocroje KoMmoHeHTe ToBe3aHOoCTH M;
u M; ckyma M \ ¥ koje ce momupyjy ayx kpyxumue X C ¥. Heka je y3 To0
v : (—e,6) — M xpuBa y M TakBa Ja cede caMoO KPY:KHHIY Y C X u TO
TpancBep3asHo y Tadku Y(0) € Y.

Tana ducvo umamu z1a je do(v'(0)) = (¢ 0v)'(0) = 0, rue nocaeaba jeHAKOCT
Baxku jep je 0 JyokasHu ekcrpemyM dyHKImje ¢ oy : (—&,6) — R Ha ocHOBY
[PETIIOCTABKE O 3HAKY.

Hexka je caza ~; : R — X; Heka nmapamerpusaiiuja Kpyxuuie >; C Y TakBa Ja
je 7:(0) = v(0). Kaxko je dynkimja ¢ KOHCTaHTHA Jy?K KPHBE 7;, TO JOOUjAMO Ja
je

dp(7;(0)) = (¢ °7)'(0) = 0.

18



I'VTIABA 1. YBOJIHHU IIOJMOBH U IIPUMEPH

Haxie y Tauku v(0) € ¥ C X C M umamo J1Ba JIMHEAPHO HE3aBUCHA BEKTOPA
7;(0) u 7/(0) na kojuma ce (dy)(p) aHyJIHpa HA OCHOBY IIPETIOCTABKE O TPAHCBEP-
zajoHctu. Kako je dim M = 2, To nodujamo ga je (dgp)y(o) = 0, aJiz OHIa UMaMO U
na je (BAde)yo) = 0, mTOo je y CyIPOTHOCTH Ca, IPETHOCTABKOM JIa je (v KOHTAKTHA
ma w1 (2).

]

[Ipumernmo ;1a Ham Jsema 1.4.7 naje HeonxomaH ycJIOB 3a HEKY KOHAYHY JTHIC-
JYHKTHY yHHUJy KpyKHHUIA > y M He Ou i oHa Omyila CHHTYJIAPHU CKYIl HEKe

UHBapHUjaHTHe KonTakTHe (opme o Ha S'—TinasHOM paciojemy 7 : E — M.

Hedbunannmuja 1.4.8. 3a Hekun KoHAUYHU CKyn KpyxKHHUIA > C M KaxeMo 1a
UCIIyBhaBa YCA08 3HAKAG YKOJIMKO CBAKY OJI KOMIIOHEHTH ToBe3aHocTH ckyna M \ X
MOXKEMO O3HAYUTU 3HAKOBHUMAa -+ WJIN — TaKO Ja KOMIIOHEHTE KOoje ce JTOupyjy

JIy2K 3aje/ITHIIKe KPYKHUIE Oy/1y O3HAYeHE CYIPOTHUM 3HAKOBUMA.

Cnuka 1.4: Ckyn KpyzKHHIIA Y Ha JIEBO] HMOBPIIH 33/I0BOJbaBa yCJIOB 3HAKA, JTOK
Ha JIECHO] He 33JI0BOJbaBa.

19



I'VTIABA 1. YBOJIHHU IIOJMOBH U IIPUMEPH

IIpumepu mHBapujaHTHUX KOHTAKTHUX CTPYKTYpa

IIpumep 11. Heka je mato Xomndoso paciojeme 7 : S° — S? zajemno ca S!
nejereom Ha {|21|2 + |2 = 1} = 83 C C*

e - (21,20) = (€%21,€%2), 3a (21, 22) € §°, e € S

udepenimpameM IPETXOTHOT U3pa3a Mo ¢ J00ujaMo Jga he BEKTOPCKO T0Jbe

upuapyzxeno S' nejery Surn garo ca X, .,) = 1210, + 1220,,.
i,

1 (21dZ) —Z1d21 + 29dZ0 — Zadzy) € 0Y(S?) mudepennujanna

Heka je y3 To oo =
1—dopma ma S3.

1. « je xonwaxwHa popma: JITUpeKTHIM padyHOM JI00HjaMO Ja je

do = %(dzl N dzy + dzy N\ dZs),
Kao " Ja je
aNdo = —é(zl ~dZy Ndzg NdZy —Z1 - dzy Ndzg NdZo + 25 - dzy NdZy A dZa—
—Zo - dzy NdzZy Ndzo) = 1x(dzy ANdZy A dzg A dZs),
rie je X = —%(21821 + Z10Z1 + 220, + Z20%3).
Cdepa S? je mara xao perymapnn auso riake dynkmmje f: C? — R
f(z1,20) = 21Z1 + 2922 — 1 = 5P = f_1(0)7
quju je qudepentmjan y (21, 22) € C? gar ca
df (21 ,20) = (Z1d21 + 21dZ1 + Zodzs + 20dZ2) (2, 20),

a JUPEKTHUM PadyHOM jgodujamo ja je df(., .,)(X) = —% # 0. 3a moaMHOro-
CTPYKOCTH KOj€e BUINMO KaO peryjapHe HIBOe HEKOT IJIATKOT MPEeCIUKABaha BAXKU
Jla je IbUXOB TAHT€HTHU ITPOCTOP JAT Kao je3rpo audepeHImjasia MpecinKaBamba
KojuM cy gedunucane, To uMaMo Ja je X, .,y € 1(., .,)S° 3a cBako (21, 23) € S°.
Kaxko je dopma dz; A dz; A dzs A dZs jemna dopma sanpevmne Ha C? 1 Kako
Baxku 12 je T(s )% + L{X (21 2} = T(z1.20)C? 3a cBako (21,22) € S?, To 3aucra
nodujamo Ja je aAda jeana dpopma 3arpemune Ha S°, mTO je 1 TpedaJo T0Ka3aTH.

2. a je unsapujantina: [lonaBmpameM TOTIIYHO aHAJOTHOT pe3oHa u3 mpumepa 10

Jnodujamo Jia je hopMa (v MHBapUjaHTHA Y OJHOCY Ha yOUEHO JIejCTBO.

3.Ogpehusarve cxyua X: [lpumernmo ma je

1 1
a(zl,zz)(X) = Z<|Z1|2 + ’zQ‘z) = Z 7é 07 (z17z2) € ng

IITO 3HAYU [Ia je CUHTYJIADHU CKYI Y Y OBOM CJIydYa]y ITPa3aH.
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I'VTIABA 1. YBOJIHHU IIOJMOBH U IIPUMEPH

ITpumep 12. Hexka je nata muOrocTpykKocT S x S? TakBa 1a je t yraoHa KOOpu-
nara ua S' u (2, h) koopaunare na S%, z € S* C C,h € (—1,1). Opze kooppuHaTy
h cxBaTaMoO Kao BHCHHY Ha S2.

Heka je mato S! nejerso ma ToTaaHOM HpocTOpy paciojema St x S? ca
s-(t,z,h) = (s+t,z,h),s €S,

u Heka je o = h - dt + 1(zdz — zdz) € Q'(S' x 5?). Ipumernmo ga je mpocTop
opouta S' x S?/S! nmudeomopdan S?, kao u ma he X = O; GuTH BEKTOPCKO
nosbe IpuapyzkeHo yodenom S! nejersy. Hakme 7 : S' x S? — S? he dutn jenHo
Sl rpaBno paciojeme, TJe je T HpPOjeKIHja Ha IIPOCTOp opouTa. sKeammo jia
HOKazKeMo Ja he o duTH jeina mHBapHjaHTHA KOHTaKTHa ¢dopma Ha St x S2.

1. « je xonwaxwHa gopma: YKOJIUKO KOOPAUHATY 2 3aMEHHMO PEATHUM KOOP/IH-

Harama (x,y) modujamo Ja je
1
a:h-dt+§(x-dy—y-dx),

, Te IpeJIackoM ca (x,y) KoopAuHaTa Ha IoJIapHe KoopauHare (T, @) 100ujamMo jia

je
2

1
a:h-dt+§r2~dg0:h-dt+ ~dp,

e Hoc/eImba jeJHaKoCT BaxKn jep je h? + r? = 1 na cdepu S?. Omasae BIIIMO
a je dopMa « TJIATKA.
sBan cesepHOr 1 jyxHOT noJa cdepe S? umamo 1a je dh # 0, Te Ha OCHOBY

TOTa IITO je
dao=dh Ndt —h-dh Ndp
Jj00njaMo J1a je

2

1
aAda=—h2-dt Adh Adp — At Adh A dp =~ -dt Adh A dp 0,

Te BUAMMO Jia je hopMa v KOHTaKTHa CByja ceM Moxkja Ha S' x {N,S}.

Jundepenmupamem dhopme oo = h - dt + %(CE -dy —y - dx) modujamo 1a je
da = dh N\ dt + dx A dy,
Te kKako y Taukama S x {N, S} Baxku na je h = +1 u dh = 0, To umamo ja je

aNdo = £dt Ndx ANdy # Oma S* x {N,S}
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I'VTIABA 1. YBOJIHHU IIOJMOBH U IIPUMEPH

mTO I0Kasyje na je dopMa o KonTakTHa Ha S x S2.

2. «a je unsapujanttina: Kako cmo Beh Bujien j1a je BEKTOPCKO T0Jbe IIPUIPYKEHO

S nejersy X = 0, u kaxo dbyHKIMje h U ¢ jacHO He 3aBuce oj t, TO Ha OCHOBY
Ly, dt = 0 nodujamo na je Lo, = Lo, (h - dt + # ~dp) = 0, mro mokasyje ja je
HaIlla KOHTaKTHA (popMa MHBAPHUjaHTHA.

3.Ogpehusare cxyta 3: pumernmo na je (X ) = h, Te je a(X) = 0 ako u camo

ako je h = 0, ommocno «(X) ce amymmpa ma ckymy S' x {p € S*h = 0} ~
St x St koju ce mpu mpojexkmmju 7 : S x S? — S? ma mpocTop opbuTa cinKa Ha
exBaropujainy chepy y S2.

Kako je a(X) = h, To BumuMo n1a je 3uak OyHKIMje @ HA CeBePHOj xemucdepn

+, JIOK je Ha jy?KHOj xemucdepu —, BUJETU CJIUKY 1.5.

Cumka 1.5: Cinka mpojekimje cKyma Hysa npeciukanama (X ) Ha dasHy cdepy
S? je oznadeHa ca X

IIpumep 13. Heka je mar Topyc T° ca koopmunarama (6,6;,6,) u Heka je Ha

meMy 3a7aTo S gejeTBo ca
eiﬁﬁ : (9, 91792) - (9701 + 90,92),62'90 < Sl.

BuuMo sia je BEKTOPCKO nosbe npujpyzxkeno St nejersy X = 0p,, Kao u ja je

npocrop opouta audeomopdan Topycy 172
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I'VTIABA 1. YBOJIHHU IIOJMOBH U IIPUMEPH

Hexka je v, = cos(2nm0)-df;+sin(2nwd)-db, € QY(T?), n € N mudepenrnujarmna
1—dopma ma T3,

1. o, je xonWakx@na opma: JUpEeKTHUM patdyHOM J00UjaMO J1a je

doy, = —2n7 - sin(2n7l) - do A df; + 2nm cos(2nml) - dO A dbs,

Te J00ujaMo Jia je

an A doy, = —2nm cos?(2nmd) - d A dOy A dfy — 2n sin®(2n70) - dO A dOy A db,

IITO TOKa3yje Ja je popma <, KOHTaKTHA.

2. oy, je unsapujantina: Bunean cMo 1a je BEKTOPCKO IMOJbe TMPHUJIPYKEHO yode-

nom St nmejerBy X = 0p,. Ilpumenom Jlujesor mssoma my:k X Ha dopMy «, u

ynorpedom Kapranose dhopmyisie modujamo
Lxa = dig, oy + L, do, =

= d(cos(2nmh))+2nm-sin(2nnd)-df = —2nm-sin(2nnh)-dO+2nm-sin(2nnd)-df = 0,

IITO TOKa3yje Jia je ¢popma (v, HHBApUjaHTHA.

3.Ogpehusarve cxyua Y: llpumernmo na je

(Ozn)(9791792)(X) = COS(2n7T9),

Te BUIUMO J1a Ce IPeTX0oaHa (DYHKINja aHy/IMpa HA TopycuMa 6 = %, k=0,...2n—

1 gnmje cy cauke npu npojexmuju m : T3 — T2 Ha IPOCTOp OPOUTa KPYKHUIIE.
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I'VTIABA 1. YBOJIHHU IIOJMOBH U IIPUMEPH

Cnuka 1.6: Cunryiapau cKymoBu Yo W Y, y 17 UHBApHjaHTHUX KOHTAKTHHX
dbopyu ap 1 ay Ha S'—rnasHOM paciojemy w: T3 — T2
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I'maBa 2

KoHcTpykinuja mHBapujaHTHUX

KOHTAKTHUX popMu

V IpeTxoJHOM HOIIaB/by CMO BHJIEIH /12 YKOJUKO IOCTOJA HHBAPUjaHTHA, KOH-
takTHa phopma o € Q(F) ma Torannom npocropy S'—riasuor paciojema w1 E —
M, oHza je IeH CHHTYJAapHU CKYI Y HeKa KOHAYHA JUCjYHKTHA YHUja KPy KHHIA
y M koja 3ajo0BosbaBa yciaoB 3Haka (Bugern jpedbunurmjy 1.4.8).

UcniocraBuhe ce ma 3a cBakM KOHA4YHHM CKyHn KpyxkHHI@ y > C M TakaB Ja
OH 33/I0BOJ/baBa yCJIOB 3HaKa IIOCTOJH MHBAPHjaHTHA KOHTAKTHA (bOpMa (r YUjU je

CHUHTYJIAPHU CKYII YIIPABO I, OJIHOCHO Bajkuhe HapejHa TeopeMa.

Teopema 2.0.1. Hexa je X C M Upoudsomna KOHGWHG YHUJG KPYACHULL Koje 3a-
gosomasajy ycaos snaxa. Taga ma tpouseomrom S'—iraenom pacaojery 1 E —
M aoctioju uneapujaniting xontmaximna gopma o € QY E) wuju je cuniysapnu

ckyt Y. Opujentiayuja opme v ce ModHce UPOU3EOHHO U3AOPATU.

2.1 Bytdou-BaHr Teopema u ciaydaj X = ()

Hedununmja 2.1.1. Heka je M npoussosbra mHOrOCTpyKOoCcT U1 X € X(M) Bek-
TOPCKO I0Jbe Ha 0] TaKBO ja je X, # 0 3a cBaky Tauky p € M. 3a X xaxkeMmo Ja
je pewyaapro 6extwopcKo Uose YKOIMKO BaxXKM Jia CBaKa Tadka p € M mma Koopiu-
HaTHY OoKomHYy obsmka {x; < 1]i € [1,n]} TakBy Ja je HpoW3BO/FHA MHTErDAJHA
KPHUBa BEKTOPCKOT 110Jba X cede HajBUIIE jeTHOM U y KOjOj je JIOKAJHU 3armc X

y HOBUM KoopjuHaTama O,. 3a kontakTHy dopmy a € Q(M) Ha KOHTAKTHO]
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I'JIABA 2. KOHCTPYKIIHJA HHBAPUJAHTHUX KOHTAKTHHUX
OOPMU

MHOTOCTpyKOCcTH M KaxKeMo Jia je peiyaapra YKOJHUKO je 0] IPUIpy2KeHo PedoBo

BEKTOPCKO T10Jbe R, peryiapHo.

[TpumeTnMO Jja HAM YCJIOB Jia BEKTOPCKO nobe X € X(M) uurae Huje uysa
Jlaje 3a MPOM3BOJbHY TAdKy OKOJIMHY TAKBY Jia je Y HOBUM KOOD/MHATAMA HAIe
BEKTOPCKO 10Jbe O, HA OCHOBY T€OpEME O MCIPAB/HLUBOCTU BEKTOPCKOT OJba. 10
HaM @ Gpuopu He rapaHTyje ja he Hallle BEKTOPCKO M0JbE YjeIHO OUTH U PeryJsapHo,

IITO WIYCTPYjEMO Y HapPETHOM IIPUMEDY.

IIpumep 14. Heka je jata KOHTaKTHaA MHOrOCTpyKocT (52, Qg p) TJI€ je KOHTAKTHA
dopma gaTa ca
1

Qg p = §(a(zldz_1 — Z1dz1) + b(22dz3 — Z2d29)), a,b € R.

Bugumo na he Pedoso BekTopcko mosbe R, , dopme durn

iv2 iv/2
(Raa,b)(zlr’«?) = (Tzlan + 722822)(21722)'
HupektHoM 1mpoBepoM ce jo0uja ja he juHuje Toka PeboBor BEeKTOPCKOr 10OJba
onTH mare ca

gpﬁ%aab (z1,22) — \/5(6% ~21,e% - 22),

OJIaKJjIe BHJIUMO JIa 33 PAIMOHAJHU OJHOC KoedurujeHata a U b J100juaMo CKYII
3aTBOPEHHX KPHBHX, J0K 3a 7 € R\ Q ce nnTerpamme kpuse Pedosor BexTOpCKOT
noJba TycTo HaMoTaBajy Ha Topyc 12 = {|z1| = A - |2z3| = const.}, A > 0. Kako
cy y caydajy ¢ € R\ Q unrerpaine Kpuse rycTo HaMOTaHe Ha TOPYC, TO HUje/HA,
IberoBa TadKa HeMa PeryJaapHy OKOJINHY, Te CAMUM THM PedoBO BEKTOPCKO IOJbE Y

OBOM CJIy4ajy HHUje peryJjapHo, a CaMUM THUM HHU OJiroBapajyha KoHTakTHa (gpopMa.

Hedbununuja 2.1.2. Heka je M mponspo/bHA MHOTOCTPYKOCT. 3a 3aTBOPEHY JIH-
dbepernujamny dopmy Q € Q" (M) KaxkeMo J1a je UHLEIPaAHG YKOIUKO Ce HAJIA3M
y cauru xomoMopdusma py, : H"(M;Z) — H™(M;R) unmykoBanor xomoMopdu-

3MOM TIpcTena pz : Z — R.

VY ciydajy peryjiapHuX KOHTAaKTHUX (POPMU UMaMO IbUXOBY MOTIIYHY KapaKTe-
pusanmjy mro je cajapxkaj ciaesiehe TeopeMe Kojy HaBOJIUMO Oe3 JI0Ka3a, a YUju ce

Joka3 Moxke Hahn y [4].

Teopema 2.1.3 (Byrbu-Baur). 1. Hexa je (M,)) 3a@eopena cumiiek@uyika

MHOTOCWPYKOCUL gumensuje 2n ca UHWEIPANAHOM CUMUNAEKTUULYKOM, dﬁOpMO.M,
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I'JIABA 2. KOHCTPYKIIHJA HHBAPUJAHTHUX KOHTAKTHHUX

OOPMU

%. Hexa je m : E — M S'—aaeno pacaojerve ca OQjaeposom xkaacom

—[%] € H*(M;Z). Taga toctmoju 1-opma xonexcuje o ma E Waxea ga

je a peryaapra KonmakimHa gopma wuja je opma xpusune . Hberno Peboso
sextiopcko Gowe R, ce Gokaatia ca 6eKWOPCKUM TOLEM UNHJYKOGaAHUM St

gejctisom na E.

2. Obdpattiro, yxoauko je o petyaaphra Konmakxiwmma opma wa E wWaga je ona go
na cxaaupare 1-gopma xonexcuje na St waaerom pacrojervy m: E — M nag

cumbaextmuskom mrotoctupyrkowhy (M, ), ige je Q dopma kpusune og o

Jaxmne o craBku 2. ByTtOm-BaHr Teopeme 3akibydyjeMo f1a CBaKa peryilapHa
KOHTaKTHa (opMa Ha KOHTAKTHO] 3—MHOT'OCTPYKOCTH HHIYKYje S! rnasHO pa-
cJIojerbe HaJl HEKOM ITOBPIIMM TaKBO Ja HEerOB TOTAJHU IIPOCTOP OJrOBapa HAIIo]
KOHTAKTHOj MHOTOCTPYKOCTH. ¥3 TO he BaxKuTh Ja je youeHa KOHTAKTHA (popma
JI0O Ha MHOXKEHh€ CKaJapoM Heka (popMa KOHEKCHje Ha OBOM PAaCJ/IOjerby.

Y HacTaBKYy JlajeMo jJJ0Ka3 Taduke 2. TeopeMe 2.1.3, JIOK ce HmeH JIOKa3 y 1eJIOCTH

Mmoxke Hahu y [4].

Zloxas. Heka je [ mpou3BosbHa qopMma KoHekcuje Ha F. Tasma je Ha OCHOBY CBOj-
cTBa (bopme KOoHeKcHje df = 7 3a Heko ) € O%(M). Ha ocnoBy nedunumuje
BUIUMO J1a je opma () saTBopena, na Ha ocHoBy Kiacudukamuje S riasnux
paciojersa nvmano ga saxu [Q] = [Q] y H%, (M). Onarne caemu ga je Q —Q = dj
3a meko 3 € QY(M).

3a dopmy 0 = 0+ m* 0 BummMoO sa je ¢opma KoHekcuje Ha 7w @ F — M Ha
OCHOBY YHIbEHHUIIA J1a je 6 30up mHBapujaHTHUX (POPMU U 5(X ) =1jep je 0 dopma
KOHEKCHje. Y3 TO, IpuMeTumMo J1a je df = 7).

Kaxko je Q cummiekriuaka va M, o nmamo jga je 0 A (df)™ = 0 Ax*(Q"") # 0,
IITO ToKa3yje Jia je # konrakTHa dhopma.

Y3 1o, Kako je  dopma korekcuje Ha 7 : E — M, To mmamo na je 0(X) =1
u Lx0 = 0, mro uMIIMIUpa Ja je BEeKTOPCKO HoJbe Hpuipyzxeno S'-mejcTBy
yipaBo PeboBo BEKTOPCKO 110/be KOHTaKTHE hopme 0. Y KapTh Ha F WHIYKOBAHO]
tpusmjaiuzanujom h, : w1 (U,) — U, x S! 3ajeqno ca pajujagsnoM KoopauHaToM
0 na S' Bummmo na he PeboBo BekTopcko mosbe mMaTu 3ammc Op. CamMuM Tum,

BUJINMO J1a je bopMa < perysapHa. L]

[IpumeTnmo J1a 3a KOHTAKTHY (DOPMY U3 IIPETXO/HE TeopeMe HUjeHA OPOUTa

unehe dutn JlexkamipoBa, 0JIHOCHO Y. je TTpa3aH CKYyTI.
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I'JIABA 2. KOHCTPYKIIHJA HHBAPUJAHTHUX KOHTAKTHHUX
OOPMU

Jlema 2.1.4. Hexa je w: E — M wpusujasno S*—irasno pacaojere. Taga na E

He TOCTOJU UNGAPUJaAHTING KOHTAKTING dopma wuju je cuntysapru ckyt X = ().

/oxas. Panuje cMo Bujien Ja ce IIpoBepa KOHTAKTHOI YCJIOBA y OBOM CJIydajy
cBO/M Ha TIpoBepy Ja je ) + dfB # 0 3a nexko B € Q'(M). VYkonmko je paciojeme
7 : E — M TpuBmjaaHo, Taja Ha OCHOBY Kiacudukanuje S'-rIaBHIX paciojerba

umamo Ja je [2] = 0, re Ha ocaoBy CTOKCOBe hpopmyIte 1odujamo a je

/ Q+dB =0,
M

IITO 1TOCEOHO 3HaYN! ja He Baxku {2+ dff # 0 na yutaBom M. [
Hakne ciaydaj kaga je X = () je jenuno moryh Kaja je paciojermne HeTPUBU)AJIHO.

JIlema 2.1.5. Vkoauxo je pacaojere m : . — M mnetipusujanro, wWaga GOCTOJu

PETYAAPHA UHGAPUJANTINA KONWAKTNG POPMa “uju je cuniysapru ckyt % = ().

/oxas. Heka je 6 dopma rouekcuje va 7 : ' — M u ) w0j npuapy:kena dopma

kpuBnHe. Kako je paciojeme HeTpuBHjaaHo, To mMaMo Ja je [Q)] # 0. Taga Baxn

aa je [, Q=c#0.
Heka je v € Q%(M) dopma 3anpemune na M Taksa j1a je

/Uzl.

M

/cv—Q:O,
M

Te MMaMo J1a tocToju audepentujantna 1—dopma [ Ha M taksa 1a je df = cv—,

Nmamo ga BaxKu

omHOCHO ) 4 df = cv.
Hexka je cajza 0= 0+7* (. Ha ocnoBy naBapujanTaHocTu dpopmu 6 u 7% BUIUMO

Jia je oBO jemHa nHBapujanTHa dopma. Kaxko je
0(X) =0(X) + 7" B(X) =1,

TO UMAaMOo JIa je OBO yjeJTHO U jegHa popMa KOHEKCHje, Te€ CAMUM TUM HMaMO Ja je
6(X)+#0 na E.

Ha ocnoBy steme 1.4.5 u unmenumna 1a je 0= 0+7m*6 n /G\(X) # 0 Ha F, BUIIMO
Jla ce MPOoBepa KOHTAKTHOI YCJIOBa CBOJAW Ha mpoBepy Ja je 2 + df # 0. 3aame

BasKM Ha OCHOBY KOHCTDPYKIuje dopme [ jep umamo ma je 2+ df = cv # 0.
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Kaxo je 0 UHBAPUjaHTHA U E(X) =1, To umamo 1a je

ﬁxb\ = LxdE—F dLXa = Lxd/é =0.

Crora je X PeboBo BEeKTOpPCKO 110/b€ KOHTAKTHE popme 6.
Moxke ce mokazaTu ja je X peryjapHO BEKTOPCKO I0Jbe Y HEKOj KapTu Ha F
HA KOjoj ce paciiojere TpuBrjaimayje (3a Jerabe BujgeTn kopak 1.5.2. craBka hy je

nokayiau gudeomopduzam y gokazy reopeme 3.2.1). OBume je qoka3 3appiined. [

2.2 Cuyuaj ¥ # 0-JIynoBa KOHCTpyKIHja

Cana mpesasumo Ha cirydaj kaga je 3 # (). ITo semm 1.4.6 he ¥ durn neka

yHUja KpyKHUIA ¥;, 1 € [1,n].

Ilokas weopeme 2.0.1. Heka je 6 npousso/bHa dhopMa KoHeKcHje Ha S'—TaaBHOM
paciojemwy m : B — M u Heka je () w0j npuapyxkena ¢popma kpusune. [Ipermocra-
BIUMO HaJlaJbe Ja cMO (UKCHpan opujeHTarujy Ha M 3ajaTy HeuIdesasajyhom
2—dopmom v € Q*(M).

1. Koncwipyruuja wa oxosrunu 2: Heka je T okonuHa CKyma Y Koja je Jau-

dbeomopdra ca ¥ X (—&,¢€), a Koja MOCTOjU HA OCHOBY TeOpPEME O IIEBACTO] OKO-
auan.  O3HaunMo yodenu gudeomopduszam ca ¥ @ T — X X (—e,e) u Heka je
T X% X (—¢g,e) = (—¢,¢) npojeknuja Ha Apyry KoopauHary. Tana ce dyHKImja
T MOXKe POy ZKUTH JI0 raTKe dhyHKimje ¢ Ha M Takse 1a je || > e wa M\ T.
Hexka je v; mpousBos/bHA KPYKHHIIA 33 KOjy heMo 300r OJIaKIamha 3aIica [IOUCTO-
serutu ca S' u meka je df € Q'(S') remeparop npse ge Pamose kKoxomosoruje
HY (5.

Osnaunmo ca m; : X X (—&,&) — 7; IPOjeKnujy Ha KPYXKHUILY ;. 1aa BUIIMO
1a je dopma 7} (df) 3arBopena u ga Baxku 7 (df) Adp # 0 va T. Yroauko dopma

7w (df) A dy 3amaje ucry opujeHTanujy Kao oHy kKojy cmo dukcupasau 3a M, onjga

yamumo na je By = i (df), nok y cynporHom ysumamo [y = —m;(df). Nmamo 1a
Ha T\ ¥ jmomarHo BaxKu
1
d (/B—) = L gy ndy,
P Y

Ha OCHOBY 3aTBOpeHOCTH hopme .
Hexka je ¢ > 0 peasan Opoj m Heka je T meBacTa OKOJIMHA KpYyKHUIE ;. Pe-
crpukiuja gudepennujatae popme Sy A de Ha 0TBOpeHy noaMuorocrpykoct 1; he

outu dopMma 3ampeMune, a u BHIle o Tora. Ha ocHoBy KoHcTpyKiuje dbopme Sy
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—
(1-b)2e+ b= €

Cuuxka 2.1: Ilpomyxkeme dyHKImje ¢ TakBo aa je |p| > ¢ uwa M\ T.

BHJIIMO J1a, j€ MOYKEMO POy KIUTH 1 710 popMe Ha T TakKo Jia U Ty oHa Oyjie pas/im-
quta o Hys1e. OBO MOXKeMO mmocTrhu Tako mTo heMo € Mpu KOHCTPYKITjH IIeBacTe
OKOJIMHE 3aMEHHTH ca 2¢, Te OHJ[a MOCMATparTu pectpuknujy dbopme 77 (df) Ha
okoJIMHY Koja je mudeomopdua ca T X (—e¢, ).

V3 to, mudepenrmjaana dopma dy Ha O1 ce He MOXKe aHYJIUPATH, ITO heMo
yIPaBO JIOKA3ATH.

2. Baorcu ga je do|or # 0:

Bancra, yKOJIUKO OMCMO IPETHIOCTABUJIA CYIIPOTHO, Taja OU IOCTOjaJIa TadKa
p € 0T raksa ga je (dyp), = 0, mro 3ay3Bpar 3Ha4u Ja (QYHKIUjA @ JTOCTIKE
JIOKAJTHA eKCTpeMyM y Tadku p. Moxkemo mpermnocrasutu ja je ¢(p) > 0 jep je
aHaau3a y ciay4ajy ¢(p) < 0 axmasorsa.

VYKOJIMKO O ce y p JIOCTU3A0 JIOKAJTHA MUHUMYM, TO OU OHJIa ITOCTOjaJia, OTBO-
pena okoJimHa U Tadke p TakBa Ja Ha 1b0j Baxku ¢|y > ¢(p). Kako Baxu p € 0T
To je onga U N'T # (), Te camum Tum nocroju Tadka ¢ € U N'T. Kako je mo KomH-
crpykKuuju ¢ Ha T TakBa JIa y3UMa BPEIHOCTH U3 MHTEpBasa (—&,&) TO 3HAYM Ja
je ¢(q) < e. Ca mpyre cTpaHe, Ha OCHOBY JedUHUIMjE ¢ U HEHE HEIPEKIIHOCTH
nodujamo Ja je o(p) = . Camum TuM J100MjaMO KOHTPAMKIIUA]y Ca MIPETIOCTAB-
KOM J1a je p JIOKaJHu MuHuMyM (dyHKImje . Ha cimyan HadnH mokasyjemo ja je
Hemoryhe J1a je p JOKaJIHU MaKCUMyM (PYHKIIHjE (0, T€ BUIUMO JIa je MPETIIOCTABKA

na je (dy), = 0 neogpxkusa. Kako cmo p € 0T dupaiu npou3BO/bHO, TO BUIUMO
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aa je (dy)|ar # 0.

[TonoBHUM TIpOTy2KEeTKOM (hopMe () HA HEKY OKOJUHY CKyTa 1 Kao IITO CMO TO

MaJIoJac ypaauian 10oujamo ja je dpopma Sy Adp # 0 Ha HEKOj OTBOPEHO] OKOJTMHU
ckyna 1.
Ha T\ ¥ mmamo 1a je

Q+d(c—5°> — 0+ S5 ndp.
v v

3. Hoctwoju ¢ > 0 waxeo ga je Q+éﬂo/\d<p >0 na T\ X:

Kako je By A dp dbopma 3anpeMune Ha HEKOj 0TBOpeHo]j okosman W ckyma T,
To mocroju riaarka dyuknuja f € C°(W) raksa na je Q0 = f- Sy Adyp HA OTBOPEHO]
oxomaan W. Kako je |f| Taxohe menmpekumaa dbynknuja va xkommaxty 1 C W, To
OHA JIOCTHKE CBOj MAKCUMYM Cpax Ha Bemy. llopes Tora, Hempekuaa GyHKIMja
|p| mocTuzke cBOj MAKCUMYM dyyay Ha M.

Youumo 7a cajia UMaMo Jia je
c c
Q‘Fﬁﬁo/\d@: (f‘l‘E)'ﬂo/\d%

Te Kako je [y A dp dopma 3anpemune ua T\ X, noBosbHO je nponahu ¢ > 0 TakBO
z1a je ‘f + é! > 0 ma du oBo duita jeqHa dopma 3ampemune Ha T\ .
Ba cBaky Tauky p € T\ ¥ umamo Ja Baxu
c
- |f| > 2 — Cmax;

max

c C
7+ ]z |

rie oarosapajyhm MakcuMywmm Tocroje jep je 1 KommakTam ckym. Tana je 3a

max

HPOU3BOJBHO € > Crax * A2 POPMa Q + ﬁﬁo Ndgp > 0 dopma 3anpemure zHa 1"\ X,
IIITO 3aBpIIaBa 0Baj KOpPaK KOHCTPYKIIU]E.

4. Konctpyxuuja ussan nexe okoaumne i

Kako je v dopma 3anpemune Ha M To nmamo ga nocroju f € C*°(M) Takso ma
je Q= f-v. Kako je M kommakTHa u |f| HenpekuHa, T0 UMaMO JIa OHA JTOCTUZKE
MaKCUMYM Cpax Ha M.

Kenmumo na nponahemo ¢ > 0 takBo 1a je () + cv dopma 3anpemune wHa M
Koja mHIyKyje Ha M wucry opujeHTanujy Kao u ¢opma v. Ha ocHOBY mpeTxomgHOr
nMaMo J1a je

Q4 cv=(f+c)v,

Te Kako je v dpopma 3ampemute Ha M, TO BUIAUMO Ja je JTOBOJbHO mpoHahu ¢ > 0

takBo na je |f + ¢/ > 0. Ha M umamo na Baxku jaa je

’f+6‘ Zc—‘f‘ > € — Cmax-
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OpnaBye nmamo 7a he 3a MPOU3BOJBHO € > Cpax BaxKUTH Ja je ) + cv > 0.

Heka je ¢’ <eu K = p (R \ (—€,€')). Ha ocnoBy nedununuje ¢ numamo ja
je M\ K CT. Heka cy KoMIOHeHTe TIoBe3aHOCTH cKyla K o3nauene ca K;. U3
YUIEHUIIE J1a je € < € U J1a je Ty ¢ yIpaBo MpojeKinja y KapTu Ha 1 WHIYKOBaHO]
ca: T — X x (—¢,&) umamo 12 je dp # 0 na o 1({—¢,&'}). Kaxo je y3 To
(¢ HENPEKUJHO IIpecjnKaBame, TO Ha OCHOBY TeOopeMe O PaHry nmMamo ja je K
MIOJIMHOTOCTPYKOCT €& I'PAHUIIOM.

Kako cmo wmamm ¢ > 0 takso ja je 2 + cv > 0 ma M, To octaje jour camo
na dopmy cv yamHuMO TadHoM. 1o ce Ha meqaom M He MoxKe moctuhu, jep je
Jiy cv # 0, asm MoKe Ha MOrOJHO M3AOPAHUM OTBOPEHHM IIOJCKYIOBHMA.

Heka je ¢” takBo ma je 0 < €” < &’ u o3Haummo ca

V={peM|l|pp)>c"},

OTBOPEH CKYII Koju caipxku K u Koju je jucjynkran ca Y. Ilomro cy K; jmc-
JYHKTHU KOMIIAKTH CaJIPKAHU Y OTBOPEHOM CKyTy V| 3a cBaKo ¢ MOYXKEMO n3adpaTu

II0BE€3aHy OTBOPEHY OKOJIMHY Uz CKYyIla Kz TaKBY Ja BaxKK

Heka je ca ¢;: U; — M o3nauena nukiysuja. Pecrpukmmje ¢fQ u ¢f(cv) nucahemo
u jasbe ca {2 u v;, jep je u3 KOHTEKCTa jaCHO Ha KOM CKYITy ce mocMmaTpajy. Tama
je Q4 v; > 0 ma U;, nakne () + v; jecre popma 3anpemune Ha U; Koja 3aaje ucty
OpUjeHTAaINjy Kao v.

Csaka U; je oTBOpena mosezaHa moBpir u Baxku U; # M, jep je ¥ # (), a
U;NY =0. VY3 10 he U; doutn HeKOMIIaKTHA, TIOBe3aHa IIOJIMHOIOCTPYKOCT o1 M

JUMeH3Mje 2, 3a KOJy BaxKu

H:,(U;R) = 0.

Onasae suamMo ga mocroju 1-cbopma 3 ma U; Taksa 1a je dfB' = v;, omaxie

Q+dp" > 0mna U,.

[Tomro cy ckynoeu U; qucjynkrau, yeiaos S|y, = 8%, i = 1,...,m 3a1aje 106po

nedurncany 1-dpopmy [ HA OTBOPEHO] OKOJIUHI

U=OUZ~2K

i=1
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3a Kojy Bazku; Ja je 4+ dfB > 0 ma U. Tpaxena dopma je taga B; = ¢ . 3auncra,

KaKo je
edBi+ B Ndp = odp A B+ @*dB — pdp A B = ¢ dB,
TO je
P+ pdf + B Adp = 9> (Q+dB) > 0 ma U,

jep je |p| > &’ ma U.
5. Cuajare dopmu godbujerur y kopayuma 3. u 4.: Heka je f: R — [0, 1] riarka

dyHKIIja TakBa J1a je

f(t) =0 wusBan ckymna (—e,—¢") U (¢, ¢)
fl(t) >0 ma(¢e)
f'(t) <0 ma (—e, —£).

fo- (A LA OTL

g elon)
A

|
[ R .} L.‘

Cruka 2.2: Koncrpyxkimja dpopme [ naTepronamnujom uamely By u 31 Ha meBacTuM
OKOJIMHaMa, KPY KHUIIA CKyIIa Y, y3 ojrosapajyhe 3nake OyHKIIHje ©.
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|¢]>€

Couka 2.3: CuHrynapHu CKyI Y, HeroBa IeBacTa OKOJIMHA % X (—&, &) U KOMITaKT
K ma 4ujoj je yHyTpammocTu || > &.

Ha ocHoBy KOHCTpyKIHje M3 IPETXOIHUX JejoBa U jedbunuiyje dyHkiuje f

BUINMO JIa je WHBapujaHTHa hopMa

a=7m"0-0+7((fop) Bi+(1—fop)- ch)

KOHTaKTHa ceM MoxkKJa Ha ckyny 7 (T N K). Kako je na 7~ 1(T' N K) dbynkiuja
7™ # 0 jep je XN K = (), To ce mpoBepa KOHTAKTHOI' YCJIOBA CBOIM Ha IPOBEPY

na je Q+d <g> # 0. JlupekTHUM padyHOM JI0OHjaMO Jia je

oos(2)ren () 5) e ron () )

+é(d(foso)/\/31+d(1—f090)A050)'

[Ipumernmo ma he mpBa JBa wiaHa 3aJlaBaTu (pOpPMY OpHUjeHTAIje Koja ce
MIOKJIATla ca OHOM KOjy cMo ¢ukcupasu va M. 3aucta, va T'N K mo npeharmoj
KOHCTPYKIIMjU UMaMoO J1a cy dopwme €2 + d <%> uQd+d (%) dopme 3ampemune
Koje ozpeDyjy mcTy opujeHTaIujy, oHy Kojy cMo dukcupasn Ha M, Te je TakBa 1
HUXOBa KOHBEKCHA KOMOUWHAIIH]a.

[Tocrenma 3arpaja ce MOXKe CPeJIUTH U JOOUjaMO Ja je

/

oy

(@(fop)ABi+d(L—Fop)Acho) = L2 (cho ndo— B Adp).

€l
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[Ipumerumo momaTHO, Kako je popma Sg Adp # 0 Ha T N K, TO y CBaKOj TadKN
p € TNK saxu na je Ty M = L((Bo)p, (dp)p), Te dopmy B ma T'N K moxemo

3aIUCATU Y OOJIUKY

fr=a-Bo+0b-dp,

3a Heke riartke dyukimje a,b € C*°(T' N K). CamuMm THM HAa OCHOBY AHTHCHMe-

TPUIHOCTU KJIMHACTOT IIPOU3BO/IA JTOOMjaMO Ja je

_flop

P22 (counde = 1 ndo) = 222 e - (o A o),

Ha ocuoBy nedbunuruje f u ¢ je dyukimja fl% >0mnaTNK. VY3 1o, hynk-
nuja a je orpanndena Ha kommnakty 1I' N K C M kao Henpekugna dpynknuja. Kako
je jeauHM yCJIOB 3a ¢ OMO Taj da OyJ/e JOBOJBHO BEJUKO Tako ja () + éﬁg A dp
Oyze dopma 3ampeMuHe, TO MOYXKEMO Y3€THU C IIPOU3BOJHHO BEJIUKO TAKO JIa BayKU
c—a>0unaT NK. 3a Tako n3adpaHo ¢ J0OUjaMO TO3UTHBHOCT 1 33/IHe 3arpaJie,

IIITO 3aBPIaBa JI0Ka3. [

Ipumeumo jows ga he opujentiayuja opme o duiu y TOWUAYHOCTUY ogpehera
opujentiayujom M xojy cmo durcuparu na Gouetixy. Ha Taj Haunn Teopema maje
JIBe MHBapUjaHTHE KOHTAKTHE (pOpPME Ca UCTUM CHUHTYJAPHUM CKYIIOM KPYKHHIA
Koje he OUTH CYyIIPOTHUX OpUjeHTAIIH]a.

V3 T0, KAKO KOHCTPYKIIHja (PYHKIINjE 0 HHUje Omia yCJI0BJHEHA OJIaDUPOM OpHU-
jemrarmje M, To hie Kommonente nosesanoctu M \ X obejy oBux dopmu duru

O3HaueHe NCTUM 3HAKOBHUMA + W —.
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I'maBa 3

ExBuBapujanTHa KJjacmdukaimja

V IperxoIHOM HOIJIaB/by CMO KPEHYJIH of] Ipou3BosbHor S'—riaBHor paciio-
jema ™ : . — M, rme cmo 3a FF u M mpeTnocTaBMIM Jla Cy 3aTBOPEHE W OPU-
jeHTadMIIHE MHOTOCTPYKOCTH JimMensuja 3 u 2 pegom. I[lorom cmo Buienn ma 3a
[IPOU3BOJ/bAH KOHAYHW CKYII JIUCJYHKTHUX KpyxKHuUIa > C M Koju 3a/10BOJbaBa
ycjaoB 3HaKa 1.4.8 MOKeMO KOHCTPYHCATH MHBAPUjaHTHY KOHTAKTHY dopmy Ha F
TaKBY Jla je ’eH CHHTYJIApHU CKYN YIIPaBO X, IITO je duo caapxkaj Teopeme 2.0.1.

ITpupoHO je MOCTABUTH HMHUTaIbe Ja JH 3a dukcupano S'—TiaBHo paciojeme
m: EF — M n dbuxkcupano > y M MoxkeMO JOOWTH JiBe pa3He HWHBAPHUjaHTHE
KOHTaKTHe cTpyKType Ha E. Oarosop Ha oBO muTame he OuTu HeraTwBaH, IITO je

caJipkuHa Teopeme 3.2.1.

3.1 Ilojam ekBuBapmjaHTHE

KOHTAKTOMOPQHOCTH

Hedbunaunuja 3.1.1. Heka je E 3aTBOpeHa MHOTOCTPYKOCT Ca IPHUIPYKEHUM
St nejerom. 3a audeomopduszam f € Diff(E) kaxemo ja je exeusapujaniian
ykosmko Baxku fop' = plof, rue je {¢'}iest C Diff (E) jennonmapamerapcka rpyna

mudeomopduzama npuapykena S' gejcTsy.

Ckyn cBux ekBuBapujantHux mudeomopduszama na F hemo o3nHauaBaTu ca

Diff g1 (E). IIpumerumo na he oo durn jemana noarpyna ox Diff (E).

Hedbunnnuja 3.1.2. Heka je E' 3arBOpeHa KOHTAKTHA MHOTOCTPYKOCT Ca ITPU-

napyxennm St ejcTBOM 1 HeKa cy g, oy € 2'(E) nnBapujanTHe KOHTaKTHE (hopMe
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Ha FE. 3a qp 1 qp KaxkeMo Ja Cy eK8UBAPUJAHTIHO KOHAKTLOMOPPHHE YKOIUKO
nocroju ekuBapujanTHu audeomopdbuzam f € Diffgi (F) koju je yjeaHo n KoH-

TaKTOMOPQU3AM.

Hapenna Jjiema he dutn KapakTepusalifja eKBUBapUjaHTHE KOHTAKTOMOPMOHO-

CTH.

JIlema 3.1.3. Konwaxtune dopme cg u o na E cy exsusapujanitino xonmaxiwo-

moppre arxo u camo axo wocwmoju f € Diff g1 (F) waxras ga easrcu f*oy A g = 0.

Jlokxas. (=) Kako cy 1o mpernocraBmu y U 1 KOHTAKTOMOP(hHE, TO OCHOBY
sgeme 1.1.6 Bumumo ma he Baxkutu f*ag A = 0. Y3 TO je mo mpermocTtaBiu f
€KBUBApUjaHTHU JudeoMopdu3aMm, Te 0BO 3aBpIllaBa JI0Ka3 OBOI' CMepa.

(<) Heka je nar ekBuapujantau judeomopdusam f € Diff g1 (E) Takas ga je
ffag AN a; = 0. Ha ocuoBy seme 1.1.6 umamo 1a je f jeman KoOHTaKTOMOPU3AM.

Kako je y3 To f ekBUBapujanTan, TO UMaMO TpayKeHO TBpheme.

O

Heka cy ap m oy ekBuBapujanTHo koHtakToMopdue. Ilo mperxosanoj jiemu u
aemu 1.1.4 mmamo Ja mocroju Hemnrdesasajyha dyukmmja u € C°(FE) takBa 1a je
ffap = p - a;. Ha ocHoBy ekBuBapujanTHOCTH f ¥ MHBApPUjaHTHOCTU (hOpMU (g U

(] MOXKe Ce 3aKJ/byUHTH JIa je (1 MHBAPHMjAHTHA, OJHOCHO Ja Baxu i € C3(E).

Hedbunnnmuja 3.1.4. Heka cy oy u «; nuHBapujanTHe KoHTakTHe popme Ha M.
Kaxxemo 51a cy oHe exsusapujaniino u3owWotHe YKOJIUKO TOCTOju m3oronuja H :
M % [0,1] — M raxsa ja je Hy = idy; u 3a cBako t € [0, 1] je H; ekBuBapujanTHI

KOHTaKTOMOPMUI3aM.

Youumo j1a he BpeMeHCKH 3aBUCHO BEKTOPCKO IOJbe X; KOje je TeHEepHCAHO ca
% = X, o H; KoMyTHpaTn ca BEKTOPCKHM HoJbeM Ipuapy:xeaum S' aejersy X
IITO CJeJU U3 YUIbEHUIlE J1a TOKOBHU ¢° u H; KOMyTupajy Ha OCHOBY €KBUBapU-

jautHoctu H,.

Jlema 3.1.5. Hexa je gawmio S'-inasno pacrojerwe m @ E — M u o € QYE)

UPOU3BONHHA UHBAPUJAGHTHG Konwaktuna dopma wa E. Taga je [ X, R,] = 0.

/loxas. Heka je a mpousBo/pbHA MHBapUjaHTHA KOHTAKTHA (dopma Ha F u R, 1\0j

npupykeao PeboBo BekTOpcko mosbe. zKegmMo J1a MOKaxkeMo Jia he 3a CBako
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s € R BekTOopcko nosmwe i R, dutn PedoBo BekTOpcKo nosbe. Tama hemo Ha OCHOBY

nebununmje Jlujesor uzBoma nodurn na je [X, R,| = 0. Kaxko 3a ¢ R, Baxu na je
a(piRa) = (¢") a(Ra) = a(Ra) = 1,

Kao 1

tosrodor = da(PiRa; =) = (¢°)" (tr,da) = 0,

TO BEIUMO 112 je R, WHBapHjaHTHO y ofHocy Ha S' /1ejecTBO Ha OCHOBY jeIMHCTBe-

HocTH PeboBor BeKTOpCKOr 10Jba, onHOCHO Ja je [X, R,] = 0. O]

CraB 3.1.6. Hexa cy oy u oy gee unsapujanitine xonwmaxiwne dopme na M.
Vkoauko cy o u g gosomno bausy y cmucay jaxe Butinujese C' wmotosotuge

OHGa CY OHE eKBUBAPUJAHTIHO KOHTLAKTLOMOPPHE.

Zloxas. Ha ocnoBy craBa 1.1.11 u ['pejeBe cTadmtHOCTH BaxKu Jia Cy (g U (v KOH-
takToMopdHe. OcTasio je joIur j1a MOKaXKeMo Ja je JI00UjeHr KOHTaKTOMOpdu3am
eKBUBapHjaHTaH. BpeMeHCKN 3aBUCHO BEKTOPCKO TOJhe U3 J0Ka3a ['pejeBe cra-

OMJTHOCTHU CMO jeJIMHCTBEHO JaedUHUCAIN YCJIOBUMA JIa je
1. Oét(Xt) =0
2. ix,doy = —dy + ppay,

rae je py = &y(Ry,). dupexrroM mpoBepom ce noduja ma ¢ X, 3a70B0/baBajy CBe
HCTE yCJI0Be, T€ JOOMjaMO Ja je BPEMEHCKHU 3aBUCHO BEKTOPCKO IM0Jbe X; MHBAPH-
janTHO y oxmocy Ha S' nmejcTso.

Nurerpamemem X; ga oucmo jgoommu hy : M — M, omHOCHO pelraBameMm

JudepeHIjaane je THaInHe

dh .
d_tt = Xy o0 hy, ho =idyy,

BUJIUMO J1a je hyop® = p®oh,, ogHOCHO J1a je 100ujeHa N30TOINja eKBUBAPUjaHTHA,

IIITO je U TpedaJio JOKA3aTH. O]

Hapenna nema he nam nokasaru na tadke p € E y kojuma damuinja o; KOH-
TaKTHUX (POPMU KOHCTAHTHA ce Hehe KpeTaTu MPUIIMKOM H30TONHNje U3 TIPETXO/IHE

JIeMeE.
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Jlema 3.1.7. Hexka je X; epemencku 3a8ucho 8eKWOPCKO Gobe godujeHo u3 gokasa
I'pejese ctadburroctiv. Yxoaukxo toctioju wavwka p € E waxea ga je 3a t €

0,1] (av), = (), wWaga je (Xi), = 0. Yroaukxo je hy usowouuja godbujena

dhy _

untierpavujom gt = Xy o hy, waga je 3a cearo t € [0,1] hy(p) = p.

Jlokas. IlpernocraBumo fa nocroju Tadka p € E rtaksa ga je (o), = (ao), 32
csako t € [0, 1]. dudepennupamenm (o), mo t modujamo a je (éy), = 0.

BekTopcko nosbe nodujeno u3 I'pejese craduimoctu X; je oapeheno ycioBuma
1. (6% (Xt) == 0,
2. LXtdOét = —dt + MOy

rae je p: E — R npecimkasame gato ca (f:), = (du)y(Ra,)-

Tana modujamo ga je 3a p € E Takso ga je (ay), = (ap), 3a cBako t € [0, 1]

(e)p = (A)p(Ra,) = 0.

Taxobhe numamo 1a je

(ex,dow)p = —(du)p + (ue)p(ow)p =0+ 0=0.

Kako je cBaka dopma oy 110 nipermoctaBkama Teopeme o ['pejeBoj cradusinoctu
KOHTaKTHA, TO UMaMo Ja je 3a csako t € [0, 1] oy Aday # 0 ma E. Ca apyre crpane

nMaMo J1a je

(ex, (o A dat))p = (ou(Xt))p day — () A (Lx,day), = 0.

Oso 3naun ga je (X;), = 0 3a cBako t € [0,1]. VY3 To, Kako je pemerse

JudepeHIjaane je THaanHe

d

—hu(p) = X, 0 hu(p), ho(p) =p

jeIMHCTBEHO M KAKO je KOHCTAHTHA KPHUBA P IEHO PeIlerbe, TO J00HjaMo Jia je 3a
hi(p) = p cBako t € [0, 1]. O

Cras 3.1.8. Hekxa cy oy u ap petyiapHe UHBAPUJAHTIHE KOHULAKITHE Popme Ha
M. Taga cy ore ex6uBapUjaHTTIHO KOHTAKTLOMOPPHHE GUPHEOMOPPHUIMOM KOJU “YEa

OPUJEHTAUUTY.
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Joxas. Kaxo cy dopme o 1 o peryaaphne, To ciaean aa je Lo = x; = (). Camum

ag oy ;
I COIITIEOR Ha ocnoBy muBapmjanTHOCTH

a; m o;(X) 3a i € {0,1} nmodujamo ma cy a-%() KOHTaKTHe (OopMe KOHEKCHje Ha

TOTAJTHOM IIPOCTOPY paciojema m : F — M. Ha ocnoBy Teopeme 1.3.5 numamo ga

TUM, J00pO cy jedunucane popme

o aq
ag(X) 7 a1 (X)

cy dopme kpusune g, Q; € Q*(M) on
kiacu y Hig(M).

[Topen Tora, Ha OCHOBY YUILEHUIIE /I CY % " ﬁ KOHTaKTHEe (pOpMe UMaMO

peoM y MCTOj KOXOMOJIOITKO]

na cy Qo u Q; dopme 3anpemune na M. Kako one ompehyjy ucty KOXOMOJIOMIKY
KJacy, To he m opujeHTanmje Koje one 3amajy Ha M Outm mcre. CamuMm TUM

nobujamo 1a he za t € [0, 1] dopme
Qt:(l—t>90+tgl

3ajaBaTu (popme opujentarnuje ua M.

Heka je cana

o) a
0,=(1-1)- 0(X) +t- (X’ t €[0,1],
davunmja qudepenmnujaaanx 1—dopmu Ha F. Kako je cBaka popma 6, KoHBEKCHA
KoMOmHanuja ¢popMu KoHekcuje Ha I, To he cBaka oJ mux Takohe dutu dopma
KOHeKcHje Ha F.

Ha ocnoBy R—symneapunoctu jaudepentujaia u 7* mgodujamo ja je {); ympaso
dopma kpusune dpopme KoHekcuje 0;. Kako je caka ox ¢popmu 6; nHBapujaHTHA
u 6,(X) = 1, To Ha ocHOBy Jeme 1.4.5 nmamo Ja ce IpoBepa KOHTAKTHOT YCJIOBA 38
0; cBo/M Ha MCIIUTHBaIbLE Ja JI1 TocToju Audepennujaana 1— dopma 3; € QH (M)
takBa jqa je () + df; # 0.

Ca apyre cTpaHe, IPUMETHMO Jia Kako Baxku Ja je [] = [], To mmamo na
je [] = [Q] 3a cBako t € [0, 1], omakse oqmax modujamo ga je Qy = Q + df;
3a Heko B; € Q' (M). Kaxo je Qy dopma sanpemune na M, To nodujamo aa je 6;
KOHTaKTHa (popma.

Ha ocnoBy exkBuBapujanTae Bep3uje I'pejeBe ctadbumnocT 100MjaMo Ja IOCTOjU
TpaykeHa M30TOIN]ja, IITO 3aBPIlaBa J0Ka3.

]

Crag 3.1.9. Hexa je gawio S* taasno pacaojere m: E — M u ap, ay € QYE) un-
sapujantune Konwakimne gopme na E Koje cy exsusapujaniino KoHUaKuomopPHe.

Taga cy Wwuro6u CUHIYAGPHU CKYTLOSYU Gupheomopdru.
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/loxas. YKOJIUKO Cy (yy M (1 JIB€ €KBUBAPUjaHTHO KOHTAKTOMOP(]QHE KOHTAKTHE
dbopme Ha E, To nocroje f € Diff 1 () n p € C3(F) rakse na Baxn f*ay = pa.
Vkosmko je X BEKTOPCKO Iojbe HmpuapyzkeHo S' nejerBy m p € E mpomnsBoJbHA

TadKa MHOTI'OCTPYKOCTH, TO UMaMO [1a BaxKU

ao(X), = O‘O(f*X)f(p) = p(p) - a1 (X),.

IIpBa jemnakoct he Baxkutu jep je f exkBuBapujanTHEu audeomopduzam. Omgapiae
BUIUMO Jla YKOJIUKO je p € m 1(Xg) Taga Baxku na je f(p) € n (), xao u
o0paTHO, 1ITO je u Tpedaso JI0KA3aTH.

[]

3.2 dPopmynanuja n gokas teopeme 3.2.1

Hanaspe kemumo ja yrnopeamMo JiBe MHBapUjaHTHE KOHTAKTHE (popMe TaKBe
Jla TIOCTOjU eKBuBapujanThHu Judeomopduszam koju hie cunrynapau ckyn 7 ()
CJIMKATH y CUHTyJIapHU cKyn 711 (). ITo Nperxo/Hoj UCKyCHju BUIMMO JIa je TO

morylie ako u camo ako je m (L) ~ 7w H(X).

Teopema 3.2.1. Hexa cy ap u 1 g6e umeapujariine KOHWAKTHE Hopme Ha
St tnasrom pacaojerey m 1 E — M ca uctlium CuMIyAApHUM CKYTOM Y U UCTIE
opujentiayuge. Taga Gocoju exsusapujanimiar gugpeomoppusam f € Diff g1 (E) ca

caegehum ce0jchneuUMa:
1. f wysa opujentuauujy og K
2. f je usowotuan ca idg
3. for I(X)=n"1(X)
4. f je xowtwaxt@omoppusam Popmu oy u Q.

/loxas. [lokaz xkeqmmMo Jia cripoBejieMo y Tpu etare. Hajipe hemo moandukosaTu
HaIly [TOJIA3HY KOHTAKTHY (POPMY vy HA CUHTYJIAPHOM CKYITy Y Jia, OUCMO JOOUJIN
ucre mFy u 7P 3a ap u ;. Ilorom MmommuduKyjemo Halry KOHTaAKTHY (OpPMY Ha
HEKOj oTBopeHoj okojimau 7~ (X)) u Ha Kpajy Ha mesom E, mrto he koMmIieTupaTu
JIOKa3.

1. Moguguxosarwe gopme oy ma m H(X):
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um oBor Kopaka je J/1a, HAKOH 3aMeHe (DOpMe (v TOTOJHUM ITO3UTUBHUM
YMHOIITKOM, KOHCTPYUINIEMO €KBUBapUjaHTHU gudeomMopduszam hi 3a KOJU BaxKh
hiag = oy ma m1(2).

1.1.Hopehere pynxuyuja @y u P1:

Heka je X BeKTOpCKO 1OJbe IpuApyzkeHo S* nejeTBy m HeKa Cy ¢q, o1 € Co (E)
nedbunucane ca ¢; = a;(X),i € {0,1}. Ilo mperxomnom 3Hamo na hie jemHa on
dyukimja @1 u —p; he dutm mcror 3Haka Kao m gyHKIHja @y. Kemumo ma
IIPOMEHNMO 3HAaK (p; TAKO Ja ce MOKJAaIa ca OHUM O ¢y U TO je Moryhe mocrmhu
0e3 IpoMeHe OpHjeHTalIlnje (v, Y3EBIN yMecTo me dhopmy —ap. OBaj kopak he
HaM OUTHU HEOIXOJIaH 3aTO Ja OMCMO y HAPEIHOM KOPaKy JOOW/IN Jia je PyHKIHIja
b xojy KacHuje nedUHUAIIEMO CTPOro MO3UTHUBHA.

Ba dyHKIWje @y U ¢ Tama Baxku Ja nocroju p € C°(M), n > 0 taksa Ja je
p1 = wpo. dudepennupamem oBor mspaza godujamo ja je dp; = udpg + podp,
mTo Ha X maje dyp; = pudpg. Ha ocroBy neme 1.4.5 nodujamo ma je 3a ogrosapajyhy
opujenranujy M ; Adp; > 03a i € {0,1}.

1.2. Pasaataree 1 = a - dpg+b- By:

[Tommrro By 1 dpy pazanumby KOTAHTEHTHU IIPOCTOP OJIn3y X, (bopMy [3; MOKEMO

Pa3JI0KATHU 10 BHUMAa; OCTaTaK Kopaka IOoKa3yje Ja je KoedHIujeHT b cTporo mo-
3UTHUBAaH, IIITO HAM je HEOIIXOJTHO M3 JBa PasJjiora.

IIpBo, 3a b je HEONXOTHO Oy/le PA3IMYUTO OJI HYJIE jep KeJIUMO Ja (DyHKIII]OM
1
T*b

usmehy caenehnx dbopmm

peckasmpamo hopMy v Ja OMCMO JTOOMJIM KaCHUje eKBUBAPUjaHTHY H30TOIIN]Y

aq
b

Jpyro, HeomnxoaHo je Ja (yHKIHMja Oy/e CTPOro MO3UTUBHA jep hemo KejeTu Ja

o] —

ITOKaKeMo J1a je cBaka oJ1 (opMu

ap=(1—1) o1+ o

( ) 7™*b
KoHTakTHa. Tasia hemo Ha OCHOBY eKBHBapujaHTHe Bep3uje ['pejeBe cradbuHocTn
a1
T*b

JIOOUTHU TpazKeHy M30TOINHjy U Mohu J1a 3aMeHuMO (popMy v (popmMom Koja he
HaM OUTH MOTOJHUjA 3a Ta/bU PaJl.

Baxu na je 5; A dp; > 0 Ha Hekoj orBopeHoj okoyuau W o 3 Ha OCHOBY He-
npekuHocTu 3; u dp;, Kao u aumenute Ja je 3; Adp; > 0 na 7 H(X). Cnemujanno
Bakn ga he y cBakoj rauku p € W audepentujame dopme (Bo), u (dyg), pasa-

numaru neso Ty M. Onasne numamo ja nocroje riatke dynkmuje a,b € C®(W)
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TaKBe J1a je
Br=a-dpo+b- o
na W. Kako je W oroBpeHa OKOJMHA, CJIODOIHO MOXKEMO IPETIOCTAUTH & CY
a,b e C®(M).
1.3. Baotcu ga je b > 0:Kako je dyukiuja @ > 0, To mMaMO Jia Ha Y BaxKH Ja je

b > 0, jep ducmo y cynpornom u3 31 = a-dyg+b- Py KaunosameMm ca dp, ca JecHe

CTpaHe Ta IMOTOUM MHOXKEHEM Ca, [ JIOOWJIH I3 je

Br ANdpr = pBi Adpg = pb - By A dpo,

mTo Ha X gaje By Adpy = ub- By A dyp.

Ykosmko Ou mocrojasa tadka p € X takBa ja je b(p) = 0, Taga du BaxKuIO
ma je (81 Adpr), = 0, mITO je y KOHTPAAUKIUJU Ca IHILEHUIOM Ja (] UCIYIHhaBa
KOHTaKTHH ycJioB Ha 7 1 (X).

YKoJIMKO 01 mak BayKuJIo Jia MoCToju Tadka p € ¥ Taksa na je b(p) < 0, onma
oucmo umasu ma dopme By A dpg u B A dyp; 3a7ajy cynpoTHE OpUMjeHTAIje Ha
Y jep je u(p) > 0 mo mpermocTaBIy, MITO je KOHTPAAUKIH]a Ca MPETIOCTABKOM O
opujeHTarjama GOpMu ay U Q.

Hakjre umamo J1a Baxku Jia je b > 0 Ha X, Te crenujajgHo Ha OCHOBY HEIPEKU/I-
HOCTHU b OBO BaXX¥ M HA HEKO] OKOJIMHU CKYyTa .

Be3 ymamema ommroctn MoxkeMo cmarpaTtu ja je b > 0 ma W, unaue W
MemaMO OTBOpeHOM mookosmHoM W N {b > 0}. ®yukimjy b Tajga MOKEMO IPO-

JIy2KUTH 710 1o3uTtuBHe dyHKImMje Ha M.

ag .
b’

Hememem ca m*b hemo noctuhu ja Baxku b = 1; mpoBepaBaMo J1a TaKO JIOOUjeHA

1.4. Konctipyxuuja exeusapujaniline udotwotuje usmehy gopmu oy u

dopma ocraje MHBapujaHTHa W KOHTakTHa. [loToMm mocMarpamo IiTa ce JieriaBa
ca HEeHNM XOPU3OHTAJHUM JieoM [3.

Kako Baxku j1a je

ay 1 X (7*b)
e (m*b)? “
7 KaKoO je
(0%} (03] 1 d(ﬂ'*b) 1 1
d = —aq A A Aday) = ——aq Ada,
b (TI'*b) 7T*b( “ (m*b)? art b o) (7r*b)2a1 “
TO je % jeJiHa MHBapHjaHTHA KOHTaKTHa (opMa.
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3a my UMaMo Jla BayKn Ja je 5y = O‘;(*)b()G + * (%), a Takohe BUINMO Ja je Ha
v s
1 a
3 Bo + deo.

Camum TuM, Oe3 yMarmbema OIIITOCTH, HAIY aHAJIU3y MOXKEMO CBECTH Ha CJIy-

Jaj KaJ1a je 81 = a - dpg + Py Ha HEKOj OKOJIMHU X, TITO heMOo ynpaBo U JIOKa3aTH.

. . o

Hajza xomcrpymmTemo m3otomujy o — . OBo paammo ca Hamepom Ja
MOIn(MUKYjeMO XOPU30HTAJIHA 10 (31 popMe vy KaKO OMCMO KacHUje JaKIe KOH-
CTpyHCAIN U30TONH]Y (g — Q.

Konctipyrxuuja usotwouuje:

ZKenmmo ma nokazkemo na je 3a cBako t € [0, 1] dbopma

ap=(1—t)-ay+t-

aq
7*b

KOHTaKTHA. /[MpeKTHUM padyHOM J00UjamMo J1a je

t
doy = (1 —t)doy + (— d(m*b) Nag + — dOél) )

b

t
(m*b)?
oJlaKJIe IMaMo J1a je

2t(1 —t) t?
_|_
b (m*b)?

oy A\ doy = ((1—t)2—|— )al/\dal.

Kako je dbopma o 110 mpeTmnocTaBii KOHTaKTHA, TO je oy (popMa KOHTAKTHa Ha F

aKoO W caMo aKo je
2t(1 —t) t2
+
T*b (m*b)?

mro ounryieHo Baxku. OmaBae modujamo ma je cBaka (popma o; KOHTAKTHA, O~

(1_t)2+ #07

KJIe IPUMEHOM eKBUBapHujaHTHe Bep3uje I'pejeBe cTradmyiHOCTH JT0OMjaMO €KBUBa-
an
_ ‘ b .
1.5. Konctipykyuja exeusapujoriine usotwotuuje hy waxee ga je hioy = aq:

pujaHTHY u3oTonujy m3mehy dopmu ay u , IIITO je M TpedaJlo TOKa3aTH.

o cajia cMO TOKaz3aJu Jla 33 XOPU3OHTAJHK Jeo dhopMme oy Ha cKymy 7 (2)
MOYKEeMO ITPETIIOCTABUTH J1a je 00uka 5, = [y+a-dpg. Caga KeauMo J1a KOHCTPYH-
IIeMO eKBUBapUjaHTHY U30TONHjy Koja he momudukoaru [y 10 £ Ha 2. 3a To he
HaM OMTH NOTpedHA Heka jeJHomnapamMerapcka damvmimja audeomopduzama Kojy
hemo KoHCTpyuncaTu y3 momMoh BEKTOPCKOT I10Jba Koje heMo yrpaBo Jie(DUHUCATH.

1.5.1. Jlepunuyuja sextmopckor aoma Y u rweiose ocooune: Heka je Y BeKTOpCKO

nosbe jiecbuHUCaHo Ha HEKOj oTBopeHoj mogokosmuu ox m (L) C m~HW) yeio-

BHUMa.
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1. apg(Y) =1
2. Y(ap(X)) =0
3. 0(Y) = 0.

3a TpazKEHO BEKTOPCKO II0JbE Y mozxemo y3eTu

v oy = 0(Ray) X
1 —0(Ray)ao(X)’

mTo je 106po gedbunucano jep je 1 — O(Rqy,)an(X) > 0 na 7~1(2), na u na Hekoj
IErOBOj OKOJIMHHU. JacHO ce BUAM J1a BEKTOPCKO IoJbe Y HCIyHaBa CBOjcTBa 1 u
3.

Ha ocuoBy Jieme 3.1.5 u unumeHHIIE j1a je
,CRaoOéo == LRaOdOéO = 0,

MaMo JI1a je

Rap(a0(X)) = (Lra,@0)(X) + ao([Rag, X]) = 0.

ITo stemn 1.4.2 mmanmo ga je X (ap(X)) = 0, Te BeKTOPCKO 1oJ/be Y 3a/10BOJbaBA U
CBOJCTBO 2.

Jeana o ocoduHa KOjy KeqmMo Ja Y mMma he OuTH Ta ga KOMYyTHPa Ca TOKOM
BeKTOPCKOT 1oJba X . OBO HAM je HEOITXO/THO J1a ONCMO 00e30e/I1IH J1a je U30TOINja
KOjy KOHCTPYHIIIEMO €KBUBAPHjaHTHA.

OBo KesmMo J1a TOKaXKeMo Tako 1mTo iemo rokasaru ja je komyrarop [X, Y] =
0. Kako on kuBM Ha 3—MHOTOCTPYKOCTU E, TO je JOBOJHHO J1a MTOKAXKeMO Ja I10-
cTOje Tpu JmHeapHO He3aBucHe 1—maudepeniyjasane dopme Koje anyimpajy [ X, Y].

ap, d(ap(X)) u 0 cy auneapro nesasucne: Ilpumernmo na cy audepeHmjarte

1—dopme ag, d(ag(X)) u § nuneapuo HezasucHe y cBakoj Tavuku 7 ' (X), Te u Ha

HEKOj IheHOj OKOoJMHU. Hanmme, BugmMo 1a je
0 N (%)) N d(Oé()(X)) =0 A (71'*300 -0 + F*BQ) VAN W*dgpo =60A W*(ﬁo A d(po),

3a MITa 3HAMO Jla je PasmauTo o Hyse Ha 7w (X)) na ocuoBy seme 1.4.5. Kako
je nodujena dpopma dopma sanpemune Ha 71 (X) no gemu 1.4.5, To je ona dopma
3allpeMuHe U Ha HEKOj OTBOPEHOj OKOJIMHE cKyma 7 (X)), mTo ylpaBo jokasyje

JITHEAPHY HE3aBUCHOCT TOpe MOMEHYTUX (hpOpMHU.
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Hagawme upemuocmasnamo ga je oxoauna © (W) cxyua 7 1(X) usabpana
waKxo ga je sekwopcko wome Y Ha 10j goopo gedunucano u ga cy guheperyu-
jaane gopme 0, d(ag(X)) u ap ma 1oj auneapro ne3asuche WAKe GO WAHKA.

Bastcu ga je [X,Y] = 0: Uz ycnosa 1. u 3. nedununuje BeKTOpCKoOr mosba Y mpu-

MeHoMm JIujeBor u3Boga 1mo X BHIUMO Jia je

Lx(ao(Y)) = ao([X, Y]) =0

Lx(0(Y)) = 0([X,Y]) =0,
JIOK M3 yCJIOBa 2. UMaMoO /J1a je
d(ao(X))[X, Y] = [X, Y]ao(X) = X (Y (ao(X))) = V(X (ao(X))) = 0,

Te Ha OCHOBY JIMHEApHE HE3aBUCHOCTH v, § 1 d(an (X)) 3akibydayjemo na je [X, Y] =
0.

1.5.2. Konctipyxuyuja usotwouuje hy:

[Tomwe Y je nedunucano camo &uzy w1 (), 1a ra »KeJIMMO MTPOJLY?KUTH Ha, 1EJI0
E. ZKenumo na nam usoronuja hy Mmomudukyje dopMmy o caMO Ha HEKOj OKOJIMHU
ckyna 7 (X)) u To Sam Tako jJa ce Ha ckymy 7 (X)) dbopMa oy eKBUBApUjaHTHO
n30TONHO 1oMepu 10 ¢dopme . Crora hemo BeKTOpPCKO mosbe Y OMUCAHO Y
PETXOAHOM KOPaKy MOMHOMKUTU HEKOM (DYHKIMjOM M3BOYEHA KOja je IOIPKAHA
Ha HeKoj oKoJImHU cKymna m 1(X), 1ok je na 7 (X)) jeanaxa 1.

Heka je W’ orBopena okosmHa ox % cagpxana y W u f € C°(M) Taksa ga
jesuppf C W' u f = 1 ma toj okonmuu. Buaumo ja fie ce BEKTOPCKO moJbe
Y = (7 f)Y moknanatn Ha Hekoj okommun 7 '(X) ca Y, kao n ma je [X,Y] =
X(x*f) - Y + (7 f)[X,Y] = 0, ua he Tox BexTOpcKor moma Y, y osmama pf(p),
KOMYTHPATH Ca TOKOM BEKTOPCKOT I0Jba npuapyzxenor S! nejcrsy.

Heka je 3a t € [0, 1] npeciukasamwe h; : E — E nedunucano ca

Pl a0 XN@ () pex (W),
ht(p) =
P, p€E\T (W)

Hobdpa nedunucanocr hy ce pyruncku nposepasa. Kako 3Hamo na je [X, XN’] =

0, To Baxku h; o ¢° = ¢°o h; 3a cee s,t € R. Ba p € 77 1(X) umamo ja Baxku

hi(p) = p"™ 0P (p) = p(p) = p.
hiog = aq na 7 1(2):
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Caza KesmMo J1a u3padyHaMo JudepeHnnjasl npecinkaBama hy y TaIKd p €
7 X)) ma ducmo mspadynamu (hiag), 3a p € 7 (%) u nokasamu na he sancra
outu (hjog)p, = (1)n,(p) = (@1)p, Tae mociearbe Baxku jep 3a p € m (X) nut =1

mMamo Ja je ao(X), =0, e je

[Tocnenmwa jemaakocT Baxku jep je p : X R — E TOK BEKTOPCKOT I10Jba Y.
[peciukaBamse hy : E — E na 7 (W) C E BuAuMO Kao KOMIIOZUIIU]Y TIPEC/TH-

KaBama p : I/ X R — E n npeciukaBama
G:7m ' (W)= ExR:p (p, t(ap(X) - 7a)(p)).
Ha ocHoBy nam4acTor mpasujia IMaMo J1a je

(dh), = (d(po G))p = (dp)cp) © (dG)p = (dp)p, tao(x)7*a)m)) © (AG)p-
3a 10K p: E X R — E BEKTOPCKOI' 110Jba Y umamo Ja je

d
d = —
( p)(pat) dS

3a npecimukasame G : 11 (W) — E x R umamo j1a je
(dG)p = (t d(Oé(](X) . W*a)p, ldTpE)

Kombunyjyhu mperxomano nodujamo ma je

(dht)p = (D) (p, t(an(x) 7a)p)) * (AQ)p
=Yo plleoX) ™ a)®) () . (t (d(m*a - aO(X)))p) + (dpt(ao(X)~7r*a)(p))

p7

3a cee p € m 1 (W). Hamomenumo s1a je y IpeTXoJHOM U3pasy MHOXKeme usmely
Y o pteoX)a®) (p) u ¢ (d(r*a - ap(X))), OOHYHO CKATAPHO MHOXKEIbeE.

Kemnmo na uspauynamo (hiag), 3a p € 7 1(2). JupexkTHo H0dujamo ja je
(hicw)p = ao(X)ni () Onip) © (dh1)p + (T Bo) i) © (dha)p.
Kako Baxu na je hi(p) =pup € 7 1(X), ro umamo 1a je

(hia)p = ao(X)y Ony () © (dha)p + (77 Bo)p © (dha)y

(3.1)
=0 0n,(p) © (dh1)p + (7" Bo)p © (dh1)p = (77 5o)p © (dhy)p.
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Ocraje jorn j1a u3padyHamMo BPEIHOCT M3pa3a

(7 Bo)yo dhn), = (1 Bo)y (Y op! )™ 90 (p): (¢ (d(" a-arg (X)) + (dp! X)) ).
Kako je p € 7 1(2), 10 je ap(X)(p) =0, na je u

(dpt(QO(X).ﬂ—*a)(p))p — (dpo)p — idTpE

mna je u
(W*BO)p © (dpt(ao(x).ﬂ*a)(p))p = (77*50)1) o idTpE = (77'*50)17- (3-2)

Ca spyre cTpaHe mMaMmo Jia je 1o J1epUHUINjU BEKTOPCKOT T10/ba, Y ao(?) =1,

I1a Kako je takobhe 1o j1eduHUMju BEeKTOPCKOT 0Jba, Y G(XN/) = 0, To umamo 1a je
1= ap(Y) = ag(X)0(Y) + (7" B0) (V) = 0+ (w*Bo) (V) = 7 Bo(Y).
3ajesIHO ca MPeTXOMHUM JI00HjaMo J1a je

(7‘—*60)]9 o (dhl)p _ (71—*/30)17 <)~/ o pt(ao(X).W*a)(P) (p) . (t (d(ﬂ'*a . aO(X)))p)>
= (d(m*a - ap(X))) .

p

(3.3)

Vaumajyhu y 063up jga je p € 7~ 1(2) umamo ja je

(d(r*a- (X)), = ao(X), 7*da+ m*a(p) - (d(ao(X)))p =7 (adpy). (3.4)

P

Y3umajyhu y ob3up jemnaunue (3.1), (3.2), (3.3) u (3.4) konauno jgodujamo Ja je
(hicn)p = (7"Bo)p © (dha),
= (77*50)}7 (? o p(ao(X)'ﬂ*a)(p)(p) . (d<7T*a . aO(X)))p> + W*BO o idTpE
= 7" (8o + adpo),

mTO je TpaxkeHu obsmK dopme oy Ha T ().

hy wysa nusoe pynryuje o na dasu: Baxku na je pgomoh; = @pom 3a cBako p € E.

OBo caesm w3 Tora mTo je Y (pg o) = Y (7% py) = f - Y(a(X)) = 0 na ocHosy
neduHUNIje BEKTOPCKOr mojba Y. DyHKIHja @g 0 T je caMUM THM KOHCTAHTHA
JIy2K TOKa BEKTOPCKOT IOJba, }7, na u Jy>K CJIUKe IpecjukaBama t — hy(p).

hy je noxanrnu gupeomoppuszam:

KenmuMo J1a ToKarkeMo Jia je MIpecauKaBame h; JIOKaJHU udeoMopduzam
na okomuuu 7 (W) cunrynapror ckyna w 1(X), 10Kk Ha octarky E TO Tpubu-

jaaHO BaxKu. 3a TO he HAM OUTH JOBOJHHO Jia TOKAXKEMO JIa je y CBAKOj TaYKU
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ckyna (W) Jakobujan npecimkaBama peryjJapHa MaTpPHIla, OJHOCHO J1a 32 IIPo-
U3BOJbHY TAYKy M3 JlaTe OKOJIMHE MMaMO KOOpJWHATe y Kojuma je Jakodwjan He-
CUHTYyJIapaH.

JloBOJBHO je mokazaTu Jia OBO BarKM 3a HEKe ITPOU3BOJbHE KapTe jep je JakoOujan
nudeomopdusMa yBeK peryaapaH, T€ CAaMUM THUM HCTO BaXKU U 3a ITPOU3BOJHHY
KapTy.

2KemuMmo g youmMoO TOroJIlaH KOOPJMHATHHU CUCTEM y KojeM hemo cpadyHaTw
JerepMuHAHTY Jakodujana Jp,.

Konctupyruuja totogrot xoopgunattinot cuctema: IlocmarpajMo orBoperu auck D

oko mpousBosbHe Tauke p € W. Kaxko je jauck D KOHTpPaKTHOWIAH, TO UMaMO
Tpusmjaiuzanujy ¢ : w1(D) — D x St

YoummMo y3 To pagmjainy koopaumaaTy 6 ma S'. Kako je D C M n Kako je
Y # 0 uva M jep je ap(Y) =1 u 6(Y) = 0, To mo TeopeMu 0 HCIPAB/bUBOCTH
BEKTOPCKOT' TOKa UMaMO KoojuHaTe (X, y) Ha HEKOj OTBOPEHO] OKOJINHY TadKe D Y
KOjUMa je TOK BEKTOPCKOT Tosba Y jar ca (x,y) — (z,y + t), a camum tum he YV
Y OBHM KOODJIHATaMa OUTH 0.

Kombunyjyhu oBe koopmHaTe 11TO je Moryhe Tako MITo y3MeMO J0BOJHHO MAJTH
oTBopenu jiuck D, To modujamo koopaunare (z,y,6) na 7~1(D). Haname mojgpa-
3yMeBaMo Jla Cy yodeHe KOOpJMHATe IoTeKJe oj KapTe 1 : m (D) — R® na F
KOjy CMO J00mJin KOMOMHYjyhu OBe KOOp/IMHATE.

Cagia younmo ja m*a o' u ag(X) ot~ He 3aBuCe 011 pajiujaiHe KOOpAUHATE
0, Te umamo na he h, y oBum xoopaunarama dutu garo ca (zr,y,0) — (z,y +t-
m*ao Yz, y,0)  ag(X) oy (z,y,0),0). dupexkTHoM IpoBepoM ce joduja jaa he

Jakodujesa MaTpHIa mpecimKaBama 1 o hy 0~ duTn 0dsmKa,

1 0 0
0 14+t-7a-fY -ap(X) 0],
* 0 1

JIoK he mena gerepmunanTa uznocutru 1+t - 7w%a - fY - ap(X).

Kako je 0 < f < 1 ma F, To Baxku ja 3a 10BOJbHO Mayio W' umamo ja je
|(Y(7*a)-ap(X))(p)| < 1. OBo caeaun uz unmenurie aa je |(Y(m*a)-ao(X))| vempe-
kuana dynxmmja Ha 7 (W), ma moxemo yzeru okomuny W’ = W' Nx(|(Y(r*a) -
ao(X))[71([0,1))). Osme cmo u3melly ocTagor KOPUCTHIM W YUILEHHIY Ja je T

OTBOPEHO TIPEC/IMKABAILE IITO BaxKu jep je m : E — M paciojeme.
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Bes momudukoBama 1ocaalime KOHCTPYKIje MOXKeMo cmarparu fAa je W =
W'

Kaxo cmo Tauxky p € (W) dupasu nmpousBo/bHO TO J00HjaMo Ja he cBako
hy : E — E uMarTu HeCHHTyJapHYy MaTpHuIly 3a JakoOujaH y TPOU3BOJbHO] TAYKH
p € m (W), Te hie 360r noK/Ianama JUMEH3HMja BaXKUTHU [ je CBaKO h; JIOKAJTHU
mudeomopbuzam Ha 7 H(W). Ha (E\ 7 '(W") N7 Y (W) je hy = idg, 1ok
cBakako uMamo Ja je hy = idg ma E \ 7 1(W’), te nodujamo na je h; JoKajaHU
mudeomopduzam 3a csako t € [0, 1].

h: je gugpeomopdpuszam: Kako 3HaMO na je JakodbuwjeBa maTpuiia cBakor h; pery-

napua Ha F, TO je oHa peryiapHa u Ha 7 1 (2).

Ba cako p € 7 }(¥) uMamo /12 je OHO peryjapHa BPEJHOCT MpecuKaBaHa
h|z-1(x) = idr—1(xy. Bumumo na ce tama y unsepsnoj cammum by '(p) mamasu camo
TavYKa P jep BaXKU Jia je @ o mo hy = g o m 3a cBako p € F.

Kako Opoj Tadaka y MHBEP3HO] CJMIU peEryjlapHe BPEIHOCTH HE 3aBUCU O]
oJadbupa peryjaapHe BpPeJIHOCTH, TO BHIUMO Ja he MHBEp3HA CIMKA IPOU3BOJHHE
perynapue Bpeanoctu p € m H(W') camp:kartu camo jeany Tauky. CaMum TuM,
Kako je cBaka Tauka y 71 (W’) perynapHa BpeJHOCT IIpecimKaBamba hy, TO j100u-
jamo na je hy mudeomopduszam 3a t € [0, 1].

hy je exsusapujantian:Buaumvo ma je hy o ¢° = ¢® o hy 3a cBe s,t € R 3a cBako

s,t € R jep je h; 3amar y3 nomoh ToKa BEKTOPCKOr HoJba Y KOjU KOMyTHpa ca S'
JejcTBoM Ha F.

Ha ocnoBy jioKazaHux ocodbwHa 3a h; BUJIMMO Ja CMO 3auCTa JOOWJIM €KBHBa-
pHjaHTHY M30TONHUjy TakBy Ja je hicg = ap na m 1(X).

2. Mogugurosare gopme o xoja ce toxaata ca ay ma 7 1(X):

2.1.04 = (1 — t)ay + tay je xonwaxmna bausy © (X):

o cama cmo MoauduKOBaau KOHTAKTHY (POPMY (p TAKO Ja ce IIOKJIala Ca
KOHTaKTHOM (bOPMOM (v; Ha CHHTYJIapHOM cKyty 7 ().
[To mokazanoMm y Kopaky 1. oBor joka3a BUIUMO Ja he Baxkutu [y = 1 Ha 2.

CaJta KeJImMO J1a TIOKaXKeMo J1a je hopma
Oét:(l—t)'Oéo—f—t'Oél

UHBapHMjaHTHA KOHTaKTHa (opMa Ha HEeKOj OTBOpeHoj okosunum V O 7 1(X).

Nmamo na je

a; = (1 =) - ao(X) +t-a(X))- 0+ 7 (1 =1)- fo+1t-Br),
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u Ha m1(2) umamo ja je
ap=7"((1—1) Bo+t-B1)=n"Po=7"P,

jep je Bols = Bils.
Ha 771(X) rakohe umamo ma je m*p; = a(X) = 7*((1 —t) - oo + t - 1), Te

BUIMMO J1a Ha 71 (X)) Baxku J1a je
B Ndpy =B Nd((1—1)-po+1t-@1) =(1—1)-BoAdpo+tB1 Ndpr # 0,

jep Bo Adyo u 81 A dpy 3a7ajy ucty opujerTaiujy mo mnpermnocrapiu. CamMuMm Tum
BUJIUMO J1a je oy KOHTaKTHa ¢hopma Ha m (X)), 1a ¥ Ha HEKO] OTBOPEHO] OKOJIMHU
V oon m1(2).

[Topes Tora, kako cy ¢opme o 1 (v UHBApUjaHTHE, TO he U HUXOBA JIMHEAPHA
KOMOHMHAIIja OUTU TaKBa.

2.2. I'pejeso sextiopcko UOME U 1HEI080 UPOGYHCEHE:

Ha ocuoBy I'pejeBe cradmianocTn 3HAMO Jia MOCTOJU BEKTOPCKO TOJbe X; HA
7 1(V) TakBo ma je tx,doy = —cy + pgay. OBO BEKTOPCKO MOJbE MOXKEMO TJIATKO
MIPOJLY KUTH JI0 X, € X(F) ykosuko younmo Heko g € C*°(M) TaxBo na je supp g C
int 7(V') u mocraBumo Ja je X, = m*g - X;. Ilpumernmo ga je [};,X] = 0, Te he
ToK X, KoMmyTupaTu ca S! nejcTsom.

2.3. Hsomouuja k; u wena wpusujasnocti na w H(X):

BurtHo HaM je Ja Jobujenu KoHTakToMopdusmu dbukcupajy m L(3), Kako He
OMCMO TTOKBAPUIH IIPETXOHNA KOPAK KOHCTPYKIIH]E.

Nurerpamehn dhamuanjy BeKTOpcKux mnosba X; modujamo dhamMuiinjy eKBUBa-

. . : * —
pujanTHEX KOHTakTOMOpdu3ama {k;}icjo1] KOju 3a10BobaBajy kiag A oy = 0 Ha
ocHOBY Jjeme 3.1.3.

Kaxo ce kontakTHe dopme oy u «; Tokjanajy Ha 7 (X), To he 3a cBako

t € [0,1] u cBako p € 7~ 1(X) BaxkuTH 12 je

()p=(1—1)(an0)y +t- (1), = (0)p-

OBo crienujajiHo 3Ha4M Ja je 3a cBako p € m (X)) damuauja GopMu o; KoH-
CTaHTHA IIO .

[To nperxomuoj quckycuju modoujamo aa je (X;), = 03ap € 7 1(2), Te je
kilz-1x) = idg |-1(x) 3a cBako t € [0, 1]

Ha OCHOBY JieMe 3.1.7 IITO HaM je HEONXOJ@H yCJIOB Jla HEe OMCMO YTUIAJIU Ha

IIPETXOIHN KOPaK Hallle KOHCTPYKITHje.
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3. Mogugurosare popme oy Koja ce TUoKAATQ ca 0y HA HeKO] okoauny T (X):

Panwuje cmo Bumenn ga mocroju dyukimja p € C°(M), p > 0 takBa Ja je
po = pp;. Ilomro ce qp M @ NoKJamajy Ha Hekoj okosunu V omx 7 (X)), To
Bumo u3 o(X)|y = aq(X)|v ma je 7 poly = 7 p1|y. Omatie 3aksbyuyjemo ja
je p=1mnan(V).

3.1. Ilyw o u konax@nu ycaos na 7 (M \ X):

[IyT dupamo Tako ja Oyje KOHCTAaHTaH Ha V, a BaH CHHTYJAPHOT CKyla KOH-
TaKTHU yCJIOB ITPOBEpPaBaMoO IpeKo cTasa 1.4.5.

Heka je 3a t € [0, 1] dopma oy € Q' (E) nedunucana ca

t-ag+(1—t) - mp-a, naE\7n1(2),
Oy =
Qp, na V.
JIupekTHOM IIPOBEPOM JI00UjaMo J1a je
a(X)=t-apX)+ (1 —t) 7"u-on(X) =
=t - 70+ (1 —1) 7"y = T pg

3a cako t € [0,1]. Cakako Ha V mMmamo 1@ je oy KOHTaKTHa (opMa Ha OCHOBY

mwene gedununuje. 3a o na 7 (M \ ) godujamo ga je
o= (t-og(X)+ (1 —1t) 7o (X))0+7"(t- Bo+ (1 —1t) - pub),
OJIaKJie HA OCHOBY JiedDUHHUIIMjE (i TOOUjAMO JIa je
o =ap(X)0+7"(t-Bo+ (1 —1t)-pub),

Te ce KOHTaKTHU ycaoB Ha m (M \ ) na ocuoBy seme 1.4.5 cBosu Ha

ora(2) =t (ora(2)) ve (0ra(2)) 20

mTo 1mokasyje na je dopma oy kourakTHa Ha 7 (M \ X). dakme Buammo ga he
dopma oy OUTH KOHTAKTHA Ha IejoM F.

3.2. Unwerpayuja: pamunuja v; Koja je ugenuietia wa V :

Ha V mocroju Bekropcko nosbe X; € X(V) TakBo ja je tx,day = —dy+ oy Koje
Ha MICTU HAYUH Kao U y KOpaky 2.2. mpojIyKaBaMo J0 BeKTopckor nmosba X; € X(F)

U YUjOM MHTErpalujoM JooujamMo dhaMuinjy eKBUBapujaHTHUX JudeoMopduszama
{7t }e0,1) C Diffgi (E).
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BekTopcka mospa X, Cy 3aJ1aTa TaKO J1a BaxKN (Z)p =0, 3a cBako p € V jep
je Ty ay = ap 3a cBako t € [0,1]. Ha ocuoBy seme 3.1.7 3a modujeny jemnomnapa-
MeTapcky damumjy gudeomopduzama nmamo na Baxku Y|y = idg |y. Ha osaj
HauuH Tpehalmby KOHCTPYKIH]y HUCMO Mo udUKoBau Ha okoauau V on 7w 1(X).

*Cuajare wopaxa 1-3:

JlakJjie 3a 1Be IPOM3BOJbEe KOHTAKTHE (pOpME (p M (vp Ca UCTUM CHHTYJIAPHUM
ckynoM 7w (X)) m umcre opujeHTalMje UMaMO eKBHBapHjaHTaH JudeoMopduzam
v 0 ki o hy € Diff g1 (E) rakas ma je (1 0 k1 o hy)*ag A g = 0, mro je u Tpedaso
JIOKA3aTH.

O

Meby ycnoBuma TeopeMe CMO UMAJH U YCJIOB Ja je HEOIIXOJIHO Jda opMe oy U
o1 3a11ajy ucty opujentanujy. Ca jemgHe crpaHe, YKOJIUKO ITOCTOJU €KBUBAPUjaHTHI
nudeomopduzam f : E — E u3 nperxojiHe TeopeMe, jaCHO je Jia je OH YjeJIHo u
ayromopduzam paciojema 7w : F — M. Ha ocuoBy uumenune jga je f o p® =
p®o f, BUANMO J1a UMaMO J00PO JTeUHUCAHO TPECTUKABATHE ? : M — M paro ca
}Eo m=mo f. Kako je 7 : E — M cydmep3uja u upecaukaBame 7 o f TJIaTKO, TO
he u mpecaukaBame }E outu riaarko. ITocmarpajyhu npeciukasame f~': E — E
7 TIOHABJbajyhn MocTyIak, 100ujaMo TJIATKO IIPeC/INKaBambhe ]?—/1 : M — M. Kako
BaxKH 7 o idp = (? o F/l) o7 3a cBaKo p € F, u3 unmeHure ja je m CypjeKTUBHO
IpecauKaBame J00MjaMo Jla 3a cBako ¢ € M Baxku ma je ?o F/l(q) = idy(q)-
[TonaBspajyhu aHaJlorHH aprymMeHT 3a (]f"’\—/l o ?) JjodoujamMo Jia je ? M - M
sucbeomopduzam u 1a je f-L = f1.

®opma KpuBuHE KOHTaKTHe hopme Konekcuje 2 € Q(M) je yjeano u dbopma
sanpemnne na M. 3a f € Diff g1 (E) umamo na he saxurn na je [f*Q] = [Q] na
ocHOBY TeopeMme 1.3.5.

Hapejiau crtaB HaM ToBOpH Jla y CJIy4ajy HETPUBHUjAJHOI PAC/IOjeHba MPETIIO-

cTtaBKa Teopeme 3.2.1 o opujeHTarujama GOPMHI U vy Ce HEe MOYKE OCJTAOUTH.

CraB 3.2.2. Vkoaukxo cy gopme qp u 1 CYupoliHur opujentiiauuje exeusapu-

JAHTHO KOHWAKTWOMOPPHE, TWaga je paciojerve T : E — M wpsujasmo.

Zlokas. IlpernoctaBuMO CynpoTHO Tj. Jia je paciojewe 7 : ¥ — M HeTpuBujasHo.
Heka je 0 € Q'(E) xontaktna dopma KoHekcuje Ha paciojemy 7 : E — M 3a
KOjy 3HaMO Jla MOCTOju Ha ocHOBY Jieme 2.1.5 u neka je ) € Q*(M) woj npuiapy-
kena ¢opma Kpusune. Hajiasbe mpermnocraB/baMo Jia je opujenTaruja na M garta

dopmom (2, mrTo je moryhe Ha OCHOBY IpeTIiocTaBKe J1a je dpopMma  KOHTaKTHA.
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Kako je f : E — FE exBuBapuwjanTan audeomMopduszam, TO HMaAMO Ja je
(df)p(X,) = Xy(), tae je X Bekropcko mosbe remepucano S' gejcrsom. Camum

TUM UMaMoO /J1a je

F10(X) = 6(X) = 0(£.X) — 0(X) = 6(X) — 6(X) =0,

Te je dopma f*0 — O xopuzonranna. Ca apyre crpane, yKoauko je {¢°}scr jen-
HOoIapaMeTapcKa Tpyna audeomopdusama remepucana S' 1ejcTBoM, Ha OCHOBY

€KBUBapPUjaHTHOCTH f U duibeHuIle ja je 6 ¢popma KoHeKcuje 100ujamMo j1a BarKu
(@) (f70—0)=f"(¢")0—(¢°)0 = [0 -0,

oaKJIe IMaMo J1a je opma f*0 — 0 naBapujanTHa v ogHocy Ha St nejerso. Jlakite
nvamo sa nocroju 7 € Q(M) Taxsa ga Baxku f*0 — 0 = 7.
Vsaumajyhu y o03up mperxoHo m ummeHuiy ga je dim M = 2, nupeKTHUM

padyHOM JI00HjaMo J1a je
FONdD) = fON Q= (041 AT f* Q=0 A"
Ca apyre crpane, Kako cy ag A dag 1 o A dorp CyIIDOTHUX OpUjeHTaIja, TO U3
a3 Ndog = f*(ag Ndag) = Jf - (o A dayg)

u yumeHnne 1a je f : E — E nudeomopduszam nmamo 1a je Jr < 0 ma E. Kaxko cy
(yp U (vy THBapHUjaHTHE KOHTAKTHE (bopMe TO UMaMO /12 Je Jr € CH(E), Te mocroju
Jf € C*(M) TaxkBo na je mo Jy = Jf O T M JaCHO BayKu Jf < 0 ma M. Hodbujamo
Jia je
ffONdD)=Jr-ONdI=Jp - ONT Q=0 N7"(J;- Q).
3aje/IHo ca MPETXOHUM OBO JIaje
AT f*Q=0AT*(J)-Q),
Te KOHTPaKIMjoM ca X j100ujamo Jia je
W*(tf]\; Q) =71,

Te KaKO je T* MHjeKTHUBHO IIpeCIUKaBaIbe, TO je }E*Q = 3; - Q.
Kaxo saxu g1a je [f*€] =[] ma ocrosy Teopeme 1.3.5, To mmamo a mocroju
p € QY(M) taxsa na je f*Q = Q+ dp. Cammm tun Kako je f*Q = J; - Q muamo u
Aa je
Jr-Q=Q+dp.
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Henpekuana dyakimja 3; — 1 < 0 mocTtuzke CBOj MaKCUMYM Cpax < 0 Ha KOM-
naktaoj M. Kako () 3amaje opujenrtanujy na M, To nmamo 1a je fMQ > 0.

Nurerpamujom nperxomnne jegnatdnne u npumenom Ctokcose popmysie 100umjamo

O>cmax/ Qz/(?}-l)-ﬂ:/ dp =0,
M M M

mTO je KoOHTpa wmKiuja. /laksie paciojeme m : ' — M je TpuBHjaJaHO, MITO je u

TpedaJjio JTOKa3aTH. Il
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I'maBa 4

BborarcrBo JlymoBux KOHTAaKTHUX

CTPYKTYypa

Y 0BOM IMOIJIaB/bY KEJIMMO JIa yKaXKeMO Ha 00raTcTBO JIyImoOBHX KOHTAKTHUX
CTPYKTYpa y CKJIOIy XOMOTOIICKHX KJIaca WHBApPHjaHTHUX TJIATKAX 10Jba PAaBHU.
Cpaka koHTakTHa dopMmMa « Ha F 3a/aje KOHTAKTHY CTPYKTypy, T€ HA JIaTO]
3—MHOTOCTPYKOCTHU W TJIATKO TIOJbe 2—PpaBHU.

[TozuaTo je 1a cy XOMOTOIICKE KJlace KOOPUjEeHTUCAHUX T10/ha PABHU JI0 HA XOMO-

TOHI/ij Y HOTIIYHOCTHU KﬂaCI/ICbI/IKOBaHa XOMOTOIICKOM KJIaCOM HEKOTI' ITpeC/InKaBaltba

f:E— S?[4].

Hedbunnmnuja 4.0.1. Heka cy ap, oy € Q*(F) ase kontakTHe hopMe HA MHOTO-
crpykoctu F. Kaxkemo na cy dopme g U vy ToMOWOUHE YKOJUKO Cy HUXOBa
IJIaTKa 110J/ba PABHU XOMOTOIIHA.

CmaTpaMo Ja cy KOHTaKTHe (DOpMe (g M (v; ¥ UCTO] XOMOTOIICKO] KJIACH YKO-

JINKO Cy TaKBa IbUXOBa I'JIaTKa II0Jba PaBHH.

['maBHM cajsip:kaj oBor noryiaBsba he dutn noka3 TeopeMme 4.1.1 Koja HaM roBopu
Jla y CBAKOj XOMOTOIICKOj Kjacu (popMH Koje JedUHUIITY WHBAPHUjAHTHA IJIATKA
nmojba paBHU Ha I ce Mory Hahm WHBapHjaHTHe KOHTaKTHe (pOpMe CYIPOTHUX
opHujeHTaIdja.

4.1 Ilpernen pe3yJjiTaTa M CKHIA IIJIaHA

Y oBoM morsiaB/by hemo JiokazaTu HapeIHy Teopemy:
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I'VTIABA 4. BOI'ATCTBO JIYIIOBUX KOHTAKTHUX CTPYKTYPA

Teopema 4.1.1. Hexa je 7 : E — M jegno S'-taaeno pacaojere. Y ceaxoj xo-
MOTOTUCKO] KAGCYU UHBAPUJAHTUHUT gupeperyujarrur 1—gdopmu be3 nyra Gocthoje
gee unsapujantune xonwaxwme gopme nwa E warse ga cy cyupotinux opujenitia-

UUja.

1. Ckxuua aaana xaacugpurayuje: Kako cy nemmraesasajyhe dopme Koje mu

pasMaTpaMo HHBapHjaHTHe y ofHocy Ha S! mejcTBO Ha KOHTAKTHOj MHOT'OCTDY-
koct F, To hie xomoToricka KiaacuduKarmja 3aBUCUTH O/ XOMOTOIICKE KJIace HEKOT
[IPECINKABabHa } : M — S?, te je } Ipec/InKaBame JeUHUCAHO Ca }E om = f.
[Ipenusnuje, ke TMMO HAJIIPE JIa YOUUMO IIOTOHY 0a3y HHBapHjaHTHUX 1 —dopMmu
(a1, i, 3) HA E mipeko Kojux hemo pasiioKuTu Hallly WHBaPHUjaHTHY KOHTAKTHY
dopmy. Ilorom hemo mokasaru j1a ce cBaka MHBapujaHTHa (opma n Ha F Moxe
sanmcatu Kao C(F)-inaeapHa kombuHanumja 6azuux dbopmu (aq, g, arg) y3 momoh

Ipec/KaBamba Koja cy Sl-mHBapujanTHa
N = oy + poas + pzas, i € Cai(E), i =1,2,3.

VYKOJIMKO JOJIaTHO IIPETIIOCTABUMO Jia je Haia dhopma 1) Heulrde3asajyha na F,
To 3HauM Ja he 3a npeciukaBambe (11, fo, i13) : £ — R? Baskuru na je (uy, po, 43) #
0, Te 3a KOJOMEH OBOT IIpec/IKaBarba MOXKeMo rnocMarparn cdepy S? Tako mTo
npecauKaBambe ([i1, fo, fi3) HOPMUPAMO.

Kako je mojasHo npeciukapame Oujao S' MHBapUjaHTHO, TakKBo hie duTu u
HOpMHUpaHO, Te hemMo 3a CBakKy Heumrde3saBajyhy wuHBapujanty ¢dopmy « Ha F
MMAaTH H0j NPHAPY’KEHO npecimkasame A, : M — S? koje he oapehusarn meny
XOMOTOIICKY KJIACY.

Nako je mperxojHa KOHCTPYKIHja Y HEKY PYKY TEXHUYKA, T€OMETPHU]CKU je ja-
CHO IITa PaJuMO-KaKo je cBaka paBaH y R? onpehena HeKIM je JMHITIHIM BEKTOPOM
HOpMaJie, TO he KOHTaKTHA JUCTPUOYIHja Ha MPOU3BOJHHO] 3—MHOIOCTPYKOCTH
ouTu osipehena raaTKUM mMo/bEM BEKTOPA KOjU Y CBAKOj Tadyku p € E 3ajajy paBaH
KOHTaKTHe auctpudynuje ker o, Bunern ciauky 4.1.

2. Crxuya arana xonctupyryuje dopmu: Bazny mospm M hemo yrommtn y R3

Tako ga ona canpxu guck D = D?*(1) = {z; = 0,23 + 23 < 1}.

Koncrpyucahemo camo crieruduydne BpcTe THBAPUjAHTHUX KOHTAKTHUX (DOPMU
Ha F-3namo oj paHuje Ja je CHHTYJAapHU CKYIl IIPOU3BOJ/bHE MHBAPHUjaHTHE KOH-
TakTHe (pbopme Ha F HeKa yHHja KpyxKuuma > C M, n Mu heMo mpu KOHCTPYKITHj1

dopmu 3axTeBaTH Ja HLUXOB CHHTYJIAPHU CKYI Oye cajap:kan y gucky D. Oso
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I'VTIABA 4. BOI'ATCTBO JIYIIOBUX KOHTAKTHUX CTPYKTYPA

=
N

LA

N

Cnuka 4.1: IlpeciimkaBarme Koje he JaTi XOMOTOIICKY KJIacy HWHBAPUjaHTHOD KOO-
PHjeHTHCAHOT IJIATKOT 1osba paBHE Ha 1°. Jlyxk ¢dubpe ce KOHTAKTHA CTPYKTYpPa
He Memha, Ha ce IpecauKaBambe CITyInTa Ha 0a3y 12. 3a KOJOMEH MOMKEMO y3eTH
S? jep KonTaxkTHa hopMa HUTIE He UITIe3aBa.

HEje de3pasnoxkHo-BHIeheMo ma he xoMmoTorncka Kiaca IpecinkaBama A, ommca-
HOT' y TIPBOM JIeJIy CKWIlE 3aBUCUTHU OJ] CKyIa Y, Te Hehemo kejetu CUHTYyIapHEe
KPY2KHHIIE KOje ce Hajia3e u3Ban ckymna D.

Hakon mro cmo TO ypamunu, nmoHoBuhemo KOHCTPyKIujy u3 Teopeme 2.0.1
U omnmcaTH Kako je moryhe mga my cuposegemo. Twume he Teopema 4.1.1 durtnm

AJOKa3aHa.

4.2 IlocTtaBKa m KOHCTpPyKIija dase

MHBapPUjaHTHUX dopMu

Kako je dazna MHOTOCTPYKOCT IOBPIII, MOZKEMO ITPETIIOCTABUTH JIA j& YTOI/heHA
y R?® u To Tako na cagpxku jemunmanu quck D = D?*(1) = {z; = 0,23 + 23 < 1}.

ITocroje dynkuuje ¢; : M — R, j € {1,2,3} takse na 3310BoJbaBajy yCJIOBe:

1. w1|D = 17¢2|D = ¢3|D = 0>

2. BEKTODPCKO 1osbe Y = Y10;, + ¥20,, + ¥30,, je Tpancsep3anano na M.
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I'VTIABA 4. BOI'ATCTBO JIYIIOBUX KOHTAKTHUX CTPYKTYPA

Ja He GHCMO MpeonTepeTHIA 3aluc, cMaTpamo ja cy dbopme dz; € QY (M) za
ie{1,2,3}.

T 2 |
4 )(l:ojxﬁ)gé\g

Cnuxka 4.2: IIpermnocTras/baMo /12 je 6a3Ha HOBPII yiaoxkeHa y R3 Tako ma cagp:ku
muack D = {x; = 0,23 + 23 = 1}. Bekropcko mosbe Y je CByjla TPAHCBEP3AIHO HA
M, a va mucky D je (1,0,0).

Cras 4.2.1. Unsapujantine gopme o; = (m*1;)0 4+ m*dx; cy auneapro nesasuche

Yy ceaxo] wauky F.
Jloxas. JIMpeKTHUM padyHOM J0OMjaMO 14 BarKW JIa je
ay Nag Aag =0 AT (Ly (dey Adxg Adxs)) + 7% (dzy A dzg A dxs),

Te ce KOHTPAKIMjOM ca BeKTOPCKUM HosbeM X IpuiapyzkeHum S' mejeTBy moduja

tx (o Aag A az) = 7 (vy (dey A dzg A dxs)).

Ha ocHOBY TpaHCBEP3aJIHOCTH BEKTOPCKOT 1mo/ba Y Ha yinarate M je vy (dzy A
dxy A dx3) dopma 3anpemune vHa M. Ha ocnoBy uumenurie 1a je , : ker — T'M
n3oMopduzam 1001jamMo 1a je Jodujena popMa Pa3IudnTa O HyJle Y CBAKOj TaUKN

E, mro jnokasyje quHeapHy He3aBucHocT dbopmu «;, i € {1,2,3}.

29



I'VTIABA 4. BOI'ATCTBO JIYIIOBUX KOHTAKTHUX CTPYKTYPA

]

Cpaka mnBapujanTHa dopma 1 Ha F ce Moxke 3ammcatu y dazum (o, g, as)
Kao 1 = (10 + fes + pss 3a Heke ryiarke dyakmnuje u; : E — R. Ha ocnoBy
JIMHeApHEe HE3aBUCHOCTU M MHBapUjaHTHOCTH (hopmu {aq, (e, i3} 3aK/bydyjeMo Ja
cy riaTke pyHKIHje (1; mHBapujanTHe. CaMUM TUM MOXKEMO CMATPATH J1a je TOMEeH
dyuximja p; 3ampaso M omxnocuo pu; : M — R.

Vkomnuko je dopma 1) Hennraesasajyha Ha F, Kao mTo cy HIIp. dhopMe KOHEKCHje
UM KOHTaKTHe opMe, TO je y cBakoj Tadku p € E 1, # 0. Oparie mmamo
Jla je BEKTOp K,? = (u1, po, u3) # (0,0,0) y cBakoj rauku p € E. Ha ocHoBy
MHBApUjaHTHOCTH MOMEHYTHX THIOBa (opMu y ofmHocy Ha S! jejcTBo mMamo Ja
cy mUMa MPUJIpyKeHe PpyHKIMje [1; TaKOhe mHBapujaTHe.

OsuMe cMO moKazasn J1a IMaMo J00po JlebuHucano npeciukasame A, @ M —
S2. V3 T0, Ha OCHOBY IVIATKOCTH I10J1a3He hopMe U TIaTKoCTH (pOpPMHU «; JOOHjaMo
712 je U IpecymKaBambe /\, TTIaTKo.

VYKOJINKO je HAaKOH HOpMaJIn3allije MHBAapUjaHTHA KOHTAaKTHa (opMa OOJIUKA
w=T7"p- 0+ 75, rana hemo moduru 1a je pi|p = ¢.

IToznato je ma he cremen npecimkasama A, OIpPeIUTH Y MOTIYyHOCTH XOMOTOII-

CKy KJacy IpecimKabama A, Te camuM TuM u dopme 7).

4.3 doka3 Teopeme 4.1.1

Y oBOM J1eJ1y KeJIUMO JIa KOHCTPYHUIIIeMO (haMUINjy WHBAPUjAHTHUX KOHTAKT-

HUX (POPMHU Cca CHHTYJIAPHUM CKYIIOM KOJH je CaJprKaH y MeJocTu y D.

Jlema 4.3.1. Hexa je C C int D xpyorcruuya 6e3 camotupecexa. Ha w: E — M
aoctwoju opma Korexcuje 6 Koja 3ago606a6a KOHWAKTLHY YCA08 HA HEKO] OKONUHU
ckyta m (M \ D). Opujentiayuja 0 na okoaunu ckyta m (M \ D) ce moorce

u3adpativ UPouU3eoHHO.

/loxas. Heka je C' C int D kpyxuuniia 0e3 camonpeceka. [lo reopemu 2.0.1 mmamo
Jla TIOCTOjU MHBApUjaHTHA KOHTAKTHA (popma f Mpou3BOJbIbE OPHUjEHTAINje HHju

je cumrynapuu ckyn C. Jacno ja je tama ¢z # 0 ma M \ D, te umamo jga je
) [
0(x)

pas3dujama jeIuHUIE ce [ npommupyje 10 ¢dopme Korekcuje 6 Ha F. Buaumo na Ha
7 (M \ D) Baxu na je 6(X) =1 # 0.

jenna ¢dopma KoHekcuje Ha Hekoj okoquuum 7 (M \ D). V3 momoh
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I'VTIABA 4. BOI'ATCTBO JIYIIOBUX KOHTAKTHUX CTPYKTYPA

Kaxo ce 6 noknana ca f Ha Hekoj okoqmHu ckyna 7+ (M \ D) u Kako je Ha 1b0j

NE /\d<~5 >:~1 O Adb,
A(X) X)) 9(x)?

TO Ha OCHOBY KOHTAKTHOT yCJIOBa 3a 6 modmjamo j1a je m ) KOHTaKTHa Ha HEKO]

okosmmau ckyna 7 (M \ D). O

Hexka je 8 dbopma konekcuje na m : £ — M nobujena y npeTxoaHoj JeMU U HeKa
je a MHBapujaHTHA KOHTAKTHa (popMa Koja ce HAKOH HOpMAaJIU3alluje MOKJala ca
6 wa mekoj okomuuum 7 (M \ D). Kako smamo ma ma 7 (M \ D) Baxku na je
0(X) # 0, Wo je wumas cunTYAAPHY CKYT X, cagpoican y gucky D. Kemumo na
0/IPE/INMO XOMOTOIICKY KJIacy hopMe v OJTHOCHO XOMOTOIICKY KJIACy IIPECINKABAIHA
A, xama 3a dopmy korekcuje y3memo oarmr §. OBo je BaxkaH 07adup C 003UPOM
Ha TO Ja HaMm Jedwununuje GopMmu «; 3aBuce o ojgadupa ¢popme KOHEKCHje Ha

paciiojemy.

Cnuka 4.3: @opmy o dOmpamMo Tako Ja ce OHa W KOHTaKTHa (popMa KoHeKcuje 0
HOKJIanajy Ha HeKoj okoauHu ckyna 7 (M \ D).

Heka je ¢ € C*°(M) nedunucana ca a(X) = m*p. Younmmo jia cy HA OCHOBY
Teopeme o panry LT = ¢ 1([0,400)) u ¥~ = ¢ !((—00,0]) rmaTke KommakTHe
noaMHorocTpykoctu y M ca 3ajeqnudkom rpanunioMm Y. Ha ocunoBy craBa 1.4.4 u

nokjanama dopyu o u 6 ma ckymy 7 (M \ D) umamo ma je ¢ # 0 ma M \ D.

61



I'VTIABA 4. BOI'ATCTBO JIYIIOBUX KOHTAKTHUX CTPYKTYPA

Takobe kako je §(X) =1 > 0 ua 7 (9D), To mmamo na je ¥~ C D. Camum Tum
umamo ja je D NY~ =X,

Cmuka 4.4: Yuras ckyn X~ he ce namazutu yayrap gaucka D jep ce dopme v u 6
HOKJIanajy Ha HeKoj okoauHu ckyna 7 (M \ D).

Jlema 4.3.2. Iocwmoju pewyaapra épegnocti y = (a,b,c) € S? upecaurasaroa A, :

M — S? waxsa ga easicu:
1. a<0
2. y je petyaapra epegrocil Gpecauxasaroa Ng : M — S>

Aoxas. Younmo na je Aglp = (1,0,0). Baxu na je Aglanp = Aa|anp jep cmo
dopMy « KOHCTPYHCAJIU TAaKO Jla ce IOKJiama ca (GopMoM # Ha HEKO] OKOJIMHU
ckyna 7 (M \ D). Kako je ¥~ C D, To y Tauku p € ¥~ umamo Ja je py(p) < 0
Ha OCHOBY YUIbEHUIIE J1a je (1 = ¢ Ha D 3a OUJI0 KOjy MHBApPUjAHTHY KOHTAKTHY
dbopmy T - 0 + 7. Iakme suamo na je ckyn L = A ({(z,y,2) € S?*|x < 0})
HeIpa3aH, a Ha OCHOBY HEIPEKMWTHOCTU A, MMaMo U Jia je OTBOPEH.

M N L he dutu jenna orBOopeHa IoaMHOrocrpykoct ox M. IlpeciukaBame
Ay : M N L — S? ucnymasa yciose Capiose TeopeMme, Te UMaMO Ja IIOCTOjH
peryiapna BpejaHocT y = (a,b, ¢) € S? 3a xojy Baxku 1a je a < 0 0 KOHCTPYKIUjU
ckyma, L.

Osa perynapHa BpeJHOCT he yjeaHo OMTH W peryjapHa BPEIHOCT IIPECIuKa-

Bama Ay, mro cieau u3 yumenune na je Ag|p = (1,0,0), Te Mmopa ga Baxku ja je
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I'VTIABA 4. BOI'ATCTBO JIYIIOBUX KOHTAKTHUX CTPYKTYPA

A, (y) € M\ D jep je a < 0. Ykomxo je ckyn A, '(y) mpasam, To je y cBaxako

peryiaapHa BPeJIHOCT IpecankaBamba Ag. [

Bunamo 1a deg A, He oBucH 0 U30OPY peryaapHe BPEIHOCTH Y, T€ UMAMO Ja je

deg A, = deg, Ay = Z sgn(dA,). = Z sgn(dA, ).+ Z sgn(dAq)z

zeA;(y) zehy (y) zeAL (W)\A;  (v)
= degy Ap + Z Sgn(dAa)w = deg Ag + Z Sgn(dAa)a:a
2N W)\A, (y) zeAL (W)\A; ' (v)

IJie TIIPETIIOCIIE/ A jeIHAKOCT Ccaefn n3 unbernre faa je Ag|a\p = Ao|a\p 7 9u-
LEHUIIE 1A je i PeryJiapHa BPEeJIHOCT 3a Ag.
Cpehusarve uspasa Z$EA;1(y)\Ag1(y) sgn(dAy,),.:

2Kesumo jia m3padynamo jorn ocaemy cymy. Bazku ma je ALL(y) \ A, ' (y) C

D. Kaxko je muoroctpykoct M y mapy ca oarosapajyhum mnpeciukaBambem A, Ha
0] He3rpallHa 3a pajl, y WHTEPecy HaMm je Ja mpoHahemMo HEeKy IOr0JIHYy MHOTO-
CTPYKOCT M Koja he caaprkaTum HEKH IMOACKYT D mudeomopdan ckymy D. 3a
[IPEeCINKABAbE A M — S? sxemmo J1a ce mokJjana ca A, Ha IA), JIOK Ha, M \ D
JKEJTIMO J[a UMa CaMO CHHTYJIapHEe TadKe KAKO He OMCMO JIOJIAJIN oI HEKU YJIaH
ITOJIA3HO] CyMM.

[Tpumernmo momaTHo 1a je Aylop = (1,0,0), Te MOXKEMO mocMaTpaTH IPECIH-
kasame A : §2 — §2 koje he jenny xemucdepy N ciaukaru y tauky (1,0,0), gok he
ce Ha JIPyroj xemucdepn Kojy noucropehyjemo ca quckom D noksamaru ca A,. Ha
0Baj HATMH [OCTHKEMO YKeJbeHO [IOHAIIAe [IPEeCIHKaBamba A 3600 KOHCTAHTHOCTH
npecikaBama Ha N = S2\ D.

Hedunummmo sgn(X;) 3a Ipor3Bo/bHY KOMIIOHEHTY TIOBE3AHOCTH CKYTIA Y TAKO
na je sgn(X;) = 1 ykosmko je ¥, crmosbHa rpanuia ckymna > u sgn(d;) = —1

YKOJIUKO je Y; YHyTpallltba TPAHUIA CKyTa X~ .
Teopema 4.3.3. Baotcu ga je

deg A = Z sgn(X;),

19€ cyma uge 4o KOMUOHEHTWAMA TOBE3AHOCTIY X; CKYTaA 2.
Zloxas. Youammo Ha joMmeH cdepu audepeHiujany 2—aopmy JaTy ca

v=20 3ax; >0

v=d(k - (zodrs — x3d29)) mHA X1 <0,
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I'VTIABA 4. BOI'ATCTBO JIYIIOBUX KOHTAKTHUX CTPYKTYPA

Do ey eeregia
i. j = Ny W\ Ko )
Cnuka 4.5: ¥V cymu erA;1(y)\A;1(y) sgn(dA,), ce Hajaze peryjapHe Tadyke Ipe-

cankaBama A, KOje HHUCY yjeIHO U peryJjapHe Tadke IpecinkaBama Ay, a TpuTom
ce OHe CJIMKAjy y UCTy peryjiapHy BpeaHocT y € S2.

rie je k roatka gynknuja na S? no x5+ 3 Taksa Ja je Ha HEKOj OKOJIMHU €KBATOPA

8% N {1 = 0} jennaxa 5 :

z%erg)

[To CrokcoBoj dopmynu modujamo 1a je

/ / / $2d1‘3 - $3dl‘2
v = v = 22 = b
52 52n{z1<0} S2A{z1=0} 27 - (x5 + 23)

Te Ha OCHOBY CBOjCTBa CTeIEeHa JI0OUjaMo Ja je

deg/N\:degIN\~/ v:/ A*v.
52 52

Kako ce ropiba xemucdepa N cimka npu A y (1,0,0) u xaxo je v(10,0) = 0, TO je

/ Av=0.
N

Ha ckyny D N YT C D snamo na hie 3a A, = (1, o, f43) BAXKUTH 1] = @q. Y3

Ja ou popma v OusIa riIaTka.

TO BUIMMO Ja Ha cKyry DNYT dynkumja ., y3uMa caMo HEHEraTUBHE BPETHOCTH.
Kako ce npecsimkaBame A moksana ca npecinkasabeM A, #Ha D, To nodujamo ja
je A(DNET) C 82N {x; > 0}. Oso cremmjammo snawm g je A*v = 0 ma D N+
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I'VTIABA 4. BOI'ATCTBO JIYIIOBUX KOHTAKTHUX CTPYKTYPA

" (1,0,0) /UCO
v Al
A
o e\
D /\ok K

U= A( L b))

Comxa 4.6: Teomerpujcku he mpeciukasame A KoJalcupaTi cesephy xemucdepy
N y rauky (1,0,0), nok he jyxuy, Kojy moucrysehyjemo ca D CIUKaTH HCTO KAO
u A. Iudepenmujanna dopma v he Ha ceBepHO] xemucdepu Kogomen chepe N
outn v = 0, a Ha jyxHOj v = d(k - (xedxs — x3dx2)).

Ha ocnoBy ajmuTuBHOCTH MHTErpaJia Mo 0OJIACTU UHTErpallrje I00ujamMo Jia je

degK:/ K*v:/x*v—i—/x*v:/ K*v+/ K*v:/ A*v.
52 D N DX+ DNY- 5

Kako je 11 = 0 Ha cKymy X, To MOpa Jia BaxKu i + pi = 1 Ha X, ¢ 063upom
Ha TO JIa je KOJIOMEH IIPEeC/IMKaBatba A cdepa S?. Ynorpebom Crokcose dopmyrie

J00njaMo J1a je

X Y podps — padps 1 /
de A:/ d(k o A padps — psd :/ = dita — tadits.
g B ( (Hz 3 — U3 M2)) . 27T'(M§+M§) o 2#2 3 — Q3@

[Tocie/ibu UHTErPaJ OJroBapa CTeleHy Ipecaukasamba (1o, u3) @ X — S kaja na

xodrs—x3dro
2m-(z3+22)

Baoicu ga je (piz, pis) ~ (Oay 0, —Oryp): Ha 771(X) Bazku jta je a(X) = 7*pa = 0.

S puxcupamo yraony dbopmy 3anucany y /lekapToBuMm KoopgmHATaMA.

Kako je ¥ C D, To Ha OCHOBY YMILEHHIIE JIa je (11 = ¢, Ha D podujamo ma je pup = 0
ma Y. Camum Tum 3a o Baxku ja je o = m*(uadry + pzdrs) = 78 na 7 1(X). Ha

OCHOBY YHMH-€HUIIE JIa je @ KOHTaKTHa Ha 7 (X)) mo craBy 1.4.4 modujamo na je

BAdp = (11200 — p302,p) - dxy A dxs # 0,
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I'VTIABA 4. BOI'ATCTBO JIYIIOBUX KOHTAKTHUX CTPYKTYPA

OIHOCHO /J/2am390 - /11383:290 7& 0.
HomarHo, mpuMeTnMo Ja BaxKu ja je (ug, ft3) ~ (Opp, —0r, ) KaJla X mocMa-
TpaMo Kao npeciukasama u3 Ly R?\{0}. Koukperna xomoronuja H; : £x[0,1] —

R?\ {0} je nmara ca

Hy=(1—1) (p2,u3) +t- (00, —0u,0)

IITO je JI00pOo JAedUHUCAHO jep BaxKu

H(l - t) ’ (M25/~L3) +t1- (aare,@? _833290)“2 - (1 - t>2 ’ H(H?aui’))HZ + t2 ) H(amga? _8a:290)H2
+2t(1 =) (p20np — 130k, 0) # 0.

3a cBako t € [0, 1].
Kako je ||(0zs 0 —0u,0)[|* = (02 0) + (0r2p)?, BHAMMO 112 je (Duyp, — Oy p) # O
y CBAKOj TaykKé Y. YKOJUKO TO He OM OMO CJIyd4aj, OHJIa OM HA OCOBY IIPETXOJIHE

JETHAKOCTHU BaXKWJIO J1a je
dp = 0, - dxg + Opyp - dzg = 0 HA X,

ITO HmpoTUBpedn craBy 1.4.5 W mpermocraBnm Ja je @ KOHTaKTHa Ha 7 ' (X).
OBuMe CMO TIOKa3aIu j1a cy mpecankaBamba (fg, fi3) U (Opyp, —0r,0) XOMOTOIHA.
Kako je crerren XoMOTOIHUX NIpeCIUKaBalba UCTU, TO jOII IPEOCTaje Jla M3pady-
HAMO CTeneH npecukaBama Vo = (04,0, —0n,¢) : X — R?\ {0}.

HUspauynasaree deg V: Heka je X; C Y mpon3Bo/bHA KPYKHHUIA Y CUHTYJIAPHOM

CKYIy W NPUMETUMO Ja je Hg_ZH JEIMHUYHU BEKTOP HOpPMAaJie Ha X KOJU Ha HEMY
MHJIYKYje OPUjeHTallnjy KOja je mcTa Kao U OpujeHTaIuja nHaykosana ca >~ . OBo

ce JIAKO BUJIU U3 YUIHLEHUIIE A je
Vo(p) =do(Ve) =||[Ve|* > 0 na X,

Te (yHKIHja @ pacre ayK Toka V. CamMuM TUM, BHJIEMO /I3 je Ha CBAKOj

KPY>KHUITA >J;
Ve

Vel Is:

IIpec/IMKaBaihe KOje CBaK0O] TaYKN 3aTBOPEHE KPUBE 0€3 caMOoITpeceKa JIojIe/byje je-

:Zi—>51

JUHUYHU BEKTODP HOpMaJie, a 3a KOje 3HaMO Jia je cTerneHa 1 yKOJMKO HOpMaJia

U3BUpE U3 JOMEH cdepe n crerneHa —1 yKOJIUKO HOpMaJia YBUPE y JIOMeH cdepy
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[10]. YKOIMKO BpeIHOCT OBOI' CTEIEHA O3HAYMMO ca sgn(X;), HA OCHOBY aJIUTHB-

HOCTU MHTErpaJia 1o 00JIaCTH MHTerpaliije J100ujaMo

1
o )y Madptz — p3dpg = Z sgn(X;),

IITO 3aBplllaBa J0Ka3.

Cmuka 4.7: Ca ciuke BuamMo Jia je V¢ BEKTOp HOpMaJie HA Y. KOjU HHIYKYje
OpHjeHTallnjy KOja je carjiacHa ca OPHjeHTaIujoM >~ . 3a KPYKHUILy X; ca duje
je croJbHE cTpaHe + mMaMo Ja je sgn Y; = +1, JIOK 3a KPYKHHUILY ca Yhje CIOoJbHe
CTpaHe je 3HAK — MMaMo Jia je sgn; = —1.

Ha ocroBy 10 caj mokasaHor modwjamo aa je A, jeaHax

deg Ao = deg Ag+ > sgn(%y),

rae CyMa nujie 1o KOMIIOHEHTaMa ITOBE€3aHOCTU CKYIla .

KoncTpyKiuja dbamMuinje nHBapUjaHTHUX KOHTAKTHUX
dbopmnu

Younmo cajia j1a y3 ropme JaBe KoHdurypaluje Ha cauma 4.8 MOKeMO JIOOUTH
pom3BoJbaH Opoj 3a deg A, Kao 1 Ja JioaBameM KOHMUrypalje Koja ce Haaa3u

JI0JIE JIEBO Ha CJIMIIA HE MEHaMO CTeIleH Ipec/nKaBama A,.
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Z‘ %CB(AZ'\:O

Cinka 4.8: Kondurypanuje KpykKHuIa y CHHIYJIapHOM CKyIly Y U ojroapajylie
BpeaHocTHu crenieHa deg A. VY J10meM JIeBOM yIyly UMaMO JIBa TUIIA KOHMUTyparmja
KOje He Meajy BPEJIHOCT CTelleHa, Tpeda MocMaTpaTu aJiTepHupajyhe 3uakoBe. ¥
JIOIbEeM JIECHOM YTJIy BUJIUMO JI1a OJ1 KOH(MUIypallrje Y TOPIHEM JIEBOM YIUIy MOXKEMO
JIOOUTU UCTHU CTEIEH CA PA3JTUIUTUM CKYTIOM Y.

[To Teopemu 2.0.1 mocroju nHBapujaHTHa KOHTaKTHa dopma « Ha M «uuju je
CUHTYJIADHU CKYII YIIPABO jeJIHa OJI TOpIhe JBe KoHduryparuje Ha caumu 4.8.

2KemuMo jormn j1a KOHCTPYHIIIEMO KOHTAaKTHY (popMmy Koja he ce moKJiaraTh
ca KoHTakKTHOM bopmom kKonekcuje 6 ma 7 (M \ D) kojy cmo duxcupanu Ha
nouyeTKy. Kako Om dopmasan j0ka3 oBe KOHCTPYKIMje OMO He3rpamaH, ujieja je
Ja ce BoguMo caukom 4.9.

[To moramuju u3 Jpyror morjasjba, TO 3HAYHU Jla OM MOPAJIO Jia BaXKU JIa je
B=0u¢=1na M\ D. Kako cmo ¢dopmy KOHEKCHje KOHCTpyHCAJU y3 moMoh
paz3dujama jeIMHUIlEe U KOHTAKTHE (popMe KOHEKCHje 5, TO TIOCTOjW OKOJIMHA CKYTIa
71 (M \ D) na xojoj je u cama dgopma  KOHTaKTHA.

Y Apyrom morjaBjby CMO KOHCTPYUCAJIU IE€BACTY OKOJIMHY 1’ KPYKHUIA X U
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C

7D

Cmuka 4.9: Kpyxauna C' npubimkena rpanunu 0D: eHa 1meBacTa OKOJUHA
T cede KOMILTEMEHT KOMITakTa K, JOK je Ha OKOJUHH O3Ha4deHO] ca 6 dopma
KOHTaKTHa (opMa.

KOMITaKT K KOju MX He caJpxKu, a Koju ca I’ mma HenpasaH mpecek. KoHTaKTHU
YCJIOB CMO TIOTOM TI0ceDHO npoBepaBasu Ha 1 N K.

Hajmpe kemMo 71a KOHCTPYKITU]Y OIPAHIYNMO Ha JIUCK, T€ DMPAMO € JJOBOJHHO
MAaJIO TaKo Ja je reBacta okounHa 1T’ &~ X X (—&,€) cKyna Y y HOTIYHOCTH Cajp-
JKaHa y Jucky D.

Konctipyruuja y oxorurnu kpyorcnuye C: Kpyxuniy C' u3 Konduryparyja n3Ha

JKeJINMO J1a JIOBOJBHO OJIM3Y MPUOIMKUMO TpaHunn jucka 0D Tako ga je KoM-
[MOHEeHTa TMoBe3aHocTH cKyna K Koja caapxku 0D cajpKaHa y OKOJIMHHM CKYTIa
71 (M \ D) na xojem ce 6 nokjana ca KOHTAKTHOM (bOPMOM KOHEKCH]e [ KOJy CMO
KOHCTPYHUCAJIU TIPU TOYETKY OBOT' TIOTJIAB/bA.

[TosuBajyhu ce oner ma KOHCTPYKIU]Y y JIPYroj IVIaBU, BUIUMO JIa je 3a KOM-
MOHEHTY ToBe3aHocTu cKyna K koja caapxku ckyn M \ D 10BO/BHO jia y3MeMO
dopmy [ = 0 1a Ou m3HAL Te KOMIIOHEHTEe KOHTAKTHU YCJIOB OMO 33/ 10BOJbEH.

V3 1o, 3a DYHKIHU]Y ¢ je HEOIXOIHO y3eTH IVIaTKy (DYHKIHjy Koja he omru 1
Ha HEKO] oKomHU 0D Koja He cede T, a TIOTOM TJIATKO OMAJATHU JI0 € Ha TPAHUIA
0T neBacte okosmHe Kpyzkuuie C.

Konctipyruyuja y okosuHu GPEOCTUAIUT KPYAHCHUUG: 38 TIPEOCTAJIe KPYKHATIE V

[IOCTYIIAK CIIPOBOJIMMO IOTIIYHO AHAJIOIHO OHOME U3 JPYyTor moryiasiba paja. Jlo-
JIATHO, KaKo je opujeHTarja ¢popme § Ouaa mTpou3BOJHHO O/ladpaHa, TO J0OWjaMo
TBpheme Teopeme 4.1.1.

Bupumo na 1Be mHBapujaHTHE KOHTAKTHE (bOpMe MOTY OUTHU XOMOTOIHE Oe3
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112 Oyly XOMOTOIIHEe Kao MHBapHjaHTHe KOHTaKTHe (pbopMe MITO je MOCIeInIa Tora,
IITO UM C€ CHUHI'YJIaPpHH CKYIIOBH MOI'Yy Pa3/IMKOBaTH.

Takobje, upoussomna TomoWotcka Kaaca Gopmu He3 Hyase He MOPa HYHCHO
CagPAHCATU UHGAPUJAHTIHY KOHTWAKWNY dopmy. Y OBOM HOIJIABIEY CMO KOHCTPYH-
cas dazne dopme (aq, g, (3) KOje Cy 10 IPETHOCTABIM OMJIe HHBAPUjaHTHE, AJIH
MU He 3HaMO Ja y CBaKOj XOMOTOIICKO] KJIacu HemImduesapajyhnx nudepennujaamx

1—dopmu na E Takse dopme yotwiie Goctoje.

70



I'maBa 5

Knacudukaimja oanpehenux

JIyIIoBUX KOHTAaKTHUX CTPYKTYypa

5.1 MorTuBamuja

JesHo oJ1 OCHOBHUX NHUTama KOHTAKTHE TeoMeTpHje je 1a ju je ojapehena kon-
TaKTHa CTPYKTYpa 3aTerHyTa WK 3aBPHYTa. ¥ OBOj IJIaBU HABOJUMO HEKe ITO3HATe
pe3yJiTaTe O 3aTErHYTOCTH U 3aBPHYTOCTH JIyIOBUX KOHTAaKTHUX CTPpyKTypa. Ha

Kpajy HaBOJMMO M HEKE OTBOPEHE ITPOodJIeMeE.

Hedununnmja 5.1.1. Heka je (E,ker @) konrakTHa MHOrocrpykocr. Konrakrua
cTpyKTypa ker o je 3aepnyiia yKOJIMKO mOCcTOju yTomberu guck DD C M takaB
ma je T,(0D) C ker,a 3a cBe p € 0D. Y CynpoTHOM, KaXKeMO Jia je KOHTAKTHA

CTPYKTypa 3aWetHYywa.

IIpumep 15. Heka je gara kontaxTHa MHOrocTpykocT (R? ay) ca KoHTakTHOM
dopmom

Qop = COST - dz +rsinr - dp

y IMJIMHIPUYHUM KoopauHaTama (7, ¢, z) Ha R3. Oba dopma je samcra riaTka
jep je dopma cosr - dz ouursieaHo riiaTKa, a 3a Gopmy rsinrdy BHIUMO Ja je
rJIaTKa jep je mpomsBoj riaTke dopme 12 - do ca ramarkom dyskmmjom f: R — R,

f(r)="2C3zar#0mu f(0)=1.

JIupekTHUM padyHOM JI00HjaMo J1a je

dooy = —sinr - dr Adz + (sinr + rcosr) - dr A dy,
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OolaKJIEe je

Qo N\ dOigy = <1+wcosr) crdr Nde Ndz # 0,
r

ma je Qi 3amcra KOHTakTHa dopma. OBy dopMy HA3HBAMO CULAHJAPGHOM 3G6D-
NYWOM KoHTaKTHOM clpyrkmypom na R3. Tuck Dy = {z = 0,7 < 7} Hazupamo
cwangapgrum 3aeprytium guckom. Kako BuamMo Jj1a je 3a r = 7 HaIla KOH-
tTakTHa opma 3ampaBo —dz, To godujamo na Baxu 1,(0D) C ker, a, Te je
Hallla KOHTaKTHA CTPYKTypa 3aBpHyTa. HamoMmeHnMo jorr j1a 100njeHa KOHTaKTHA

CTPYKTypa Huje KOHTAKTOMOpgHa CTaHIapHO] KOHTAKTHOj CTPYKTypH Ha R3.

Cmuxka 5.1: Cranjapana 3aBpHyTa KOHTaKTHa cTpyKTypa Ha R3. Bummumo na
IPaHUIA OCEHYEHOT JIMCKA JIE?KU YHYyTap KOHTaKTHE CTPYKTYpe.

IIpumep 16. Konrakraa crpykrypa (R?, agg = 2 + o - dy) je sarernyTa.

Hedbununuja 5.1.2. 3a kouraktHy 3—MmHOrocTpykocr (E, ) kaxemo Ja je jako
MOy EbUBA YKOJIUKO MOCTOjU KOMIIAKTHA CHUMILIEKTHYKA 4—MHOMOCTPYKOCT TAKBa
na je E = OW u nocrtoju BeKTOpCKO 1osbe Y jedunucano na okosmuan OW koje
nokaszyje crnospa gy OW, takBo ma je & = keriyw|rg u ma Baxn Lyw = w.

BekTopcko nosbe Y ce HazuBa JIuysu.aosum 6eKTOPCKUM TOSHEM.

Heduunnmja 5.1.3. 3a koarakTHy 3—MHOrocTpykKocT (F, §) Kaxemo ja je caabo

WOUYHUBA YKOJIUKO TOCTOjU KOMIIAKTHA CUMILTEKTHYIKa 4—MHOrocrpykoct (W, w)
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Ciuka 5.2: Crammapana KOHTaKTHa cTpyKTypa Ha R3. Moxke ce nmokazatu ga he
OBa KOHTAKTHA& CTPYKTypa OUTU 3ATETHYTA.

TakBa Ha je B = OW takBa Ja ce MHIyKOBaHa OPHjeHTAIN]ja IMOKJIAIa Ca OPHUjeH-
tarujoM E u ykonuko je w|e > 0, 0QHOCHO w 3a/aje HO3UTUBHY ODHUjeHTANNjy Ha

.

[TojMoBH MOITYHBUBOCTH c€ MOTY Jie(DUHUCATHA U 38 KOHTAKTHE MHOT'OCTPYKOCTH
BUINNUX JIMMEH3HMja W UCIOCTaBJ/ba Ce JIa Cy Y BUINUM JIMMeH3UjaMa OBHU I10jJMOBU

eKBUBaJIeHTHU [4].

IIpumep 17. Konrakrha MHorocrpykoct (S2, oz = i (21dzZ1 — Z1dz1 + 20dZy — Zodz))

je jako nomymusa ca (DY, w = £(dz; A dz; + dz; A dZ,)).

ITpumep 18. Konrakrna muorocrpykocr (S* x S%, a = hdt + % (2dz — zdz)) je
jaxo momymusa ca (D? x S, w =dh Adt + % dz A dz).

IIpumep 19. (T3, a;) je jaxko nomymwusa, 10k cy (T2, ), n > 2, c1ado nomymuse.

Jlema 5.1.4. Vkoauxo je xoHWaKWHA MHOTOCTIPYKOCT jaKO UOTYHUBH, OHGA je

oHa u cAabo uouyrousa.

Jloxas. Heka je (W,w) cumiuiekTuuka 4—MHOrOCTpyKOCT TakBa ja je M = OW
U TIOCTOjU BEKTOPCKO Tobe X jredurmcano Ha okoanaun W Koje mokasyje croJba
nyxk W rakso na je £ = ker txw|ry n na Baxn Lxw = w.

Yoummo KOHTakTHY dopMy a = txw|ry Ha M. Tama mo mpernocraBim nMamo
Ja oHa JedwuHUIEe KOHTAKTHY CcTpyKTypy & Ha M. IlputoM mmamo ma BaxKu
dOé|TM = (dLXw)|TM.

N3 sarBOpenocTu dpopme w u dnmbeHuIe aa je Lxw = w J00ujamMo 1a je
dixw = (txd+dix)w = Lxw = w.

73
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3ajeHO ca MPETXOMHUM J00UjaMo [a BaxKu 1a je w|e = dae, mro je u Tpedaso

JTOKA3aTIH.

O

Y numensuju 3 BaxKu ciaenehn HU3 WHKIy3Wja IIPU YeMy je CBaKa O HbUX

cTpora:

{3arernyre crpykrype} 2 {crabo monymuse cTpykType} D {jako momymuBe CTpyKType}.

Eﬂgemﬁepr n FpOMOB Cy IIOKa3aJinu Jda je CBakKa CJado IIOITyIbrBa KOHTaKTHaQ

CcTPYKTypa 3aTeruyTa. Jlokas oBe duibeHUIE je HETPUBHjaJIaH U MOXKe ce TpoHahu
y [2]

5.2 IIpumepmu 3aBpHYTHUX U 3aTETHYTHUX

JIynmoBux cTpyKTypa

Baxu cieneha qnmenura quju ce moka3 Moxe uponahn y [11]:

Cras 5.2.1. Hexa je ™ : E — M tpoussonno S wraero pacaojerve nag tospuiu
M u nexa je a € QYE) unsapujantina xonwaxming gopma na E gobujena us

weopeme 2.1.3. Taga je (E, ker ) jaxo Gouyrusa.

2KemmMo jormm J1a TOKaKeMoO Jla je WHBapUjaHTHAa KOHTAKTHA CTPYKTypa Ha
TpuBHjaaHOM S!—IIaBHOM paciojermy 3aBpHYTa KaJroJ, HeH CHHIYJIAPHHA CKYH

CaJIPXKU KPYKHUILY KOHTpaKTUOUIHY y M.

Hedbunnnnuja 5.2.2. Heka je (E,£) KOHTaKTHa MHOTOCTPYKOCT. 3a BEKTOPCKO
nobe X € X(F) kaxkeMo Ja je KOHWAKTHO aKO TOK p' OBOI' BEKTOPCKOT IMOJba

qyBa KOHTAKTHY CTPYKTYPY OJTHOCHO BazKH
plé=¢.

Hedununmja 5.2.3. 3a nospm S C (F,{) y KOHTAKTHO] 3—MHOIOCTPYKOCTH
KaxKeMo Jia je KOHEeKCHa YKOJIMKO TIOCTOjH KOHTAKTHO BEKTOPCKO nojbe X € X(F)

KOje je TpaHCBEepP3aJTHO Ha Y.
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Hedbununmja 5.2.4. 3a ckyn I' C S y koHBekcHOj moBpru S Ka)KeMo Jia je

geodnu Cryt KoHeeKcHe TOSPWU YKOJIUKO BaXKU

I'={peS|X, €&},

rie je X KOHTAKTHO BEKTOPCKO I10J/b€ TPAHCBEP3AJIHO Ha S.

VY ciyuajy KoopujeHTadmiIHe KOHTaKTHe MHOrocTpyKocTu (F, ker av) Bummmo ma
je meobmu ckym 3ampaso I' = {p € S|a(X,) = 0}. Jacuo je na Tana geoduu ckym
I' nesm mosput S wa ST = {p € S|a(X,) >0} u S~ = {p € S|a(X,) < 0}.

Cras 5.2.5. Hexa je gaitio S* 2aaeno pacarojere ™ : E — M. Taga sasicu caegehe:

1. 3a cearo M C FE waxso ga je T : M— M gqupeomopgusam je M xonsexcra

UOBPUL.
2. mHX)N M je yupaso geodbnu cxyd Ha M.

Loxas. 1. Kaxo je xonTakTHa opMmMa « MHBapUjaHTHa y ojHocy Ha S jej-
CTBO TO OJ]Max MMaMoO [Ia je BEKTOPCKO nosbe X npuiapyzxkeno S nejersy
KOHTAKTHO BEKTOPCKO ToJbe. Kako je m, : TM — TM n3oMopduzaMm u
y cBakoj Tadkn p € U mocToju passarame TaHTeHTHOT npocropa 1,M =

ker, 8 & L£{X,}, To uMamMo 112 je BEKTOPCKO mo/be X TPAHCBEP3ATIHO HA U.

2. OBo cjleu JUPEKTHO Ha OCHOBY Jjedunumje ckyna 7w ().
L]

Youumo J1a Kaarod rope moMeHyTu audeomopdusamMm IMOCTOjH, Tala je pacjo-
jeme ™ : E — M TpuBHjajiHO, ¢ 0O3UPOM Ha TO Ja MMAMO TJIATKO CEYeHe Te je

camum tuM Ojreposa Kitaca paciojema 0. Jakie paxkuhe na je £ = St x M.

Teopema 5.2.6 (?Kupos kpurepujym 3arerayroctu). Heka je S C (E,&) xon-
eexcha Tospw, Wwakea ga wocwoju kpyschuua v C TN xoja je wonwpaxudbusra
y S. Taga ceaxa oxoruna og S cagpocu 3a8pHYW quck, cem Yy CAYHGJY Kaga

uctaospemeno eastcu M = S? u X je Goseszan cky.

Jlakite O TPETXO/HOj TeOpeMH UMaMO Ja YKOJHUKO je paciojeme 7 : M X
S — M u nospm M # S? caap:Kn KOHTPaKTUOWIHY KPYXKHHUILy y cebH, Taja je
nobujeHa KOHTaKTHA CTPYKTYpa 3aBpHyTa. YKomamko je 7 : S22 x St — S? rana
Baku JIa je J0O0MjeHa KOHTAKTHA CTPYKTYpa 3aBPHYTa KaJroj Y CaJp:Ku dap JBe

KPY2XKHUIIE.
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ADer € M

Cmuka 5.3: Ilocrojame 3aBpHyTHX jckoBa Do y CIydajy TPUBHjAJTHOT PACIIO-
jema 7 : St x M — M naz nospmu M.

Yak m y ciy4ajy TPUBHjAJHUX PAC/IOjerba HaJl MOBPIIUMA, 33 BEJUKH U300D
CUHTYJIADHOT CKyTa KDPYKHUIIA Y., MUTame MONyHUBOCTU JIYIOBUX KOHTAKTHUX
CTpYKTypa je orBopeno. Hapegarumx map mpumepa mpeysumamo u3 paja [12] Hu-
nepkpyrepa u Benjga uz 2011. rojgune ne du i cMO yKasaju Ha ojHOCe u3mehy
II0jMOBa 3aTErHYTOCTU U cjade U jake MOIMYHUBOCTH y CIydajeBUMa KaJjia Oa3Ha

IIOBPII HE CAIPKU KOHTPAKTUOUITHE KPYKHUIIE.

IIpumep 20. Hexka je m: S' x M — M TpuBmjaJHO pacjojeme HaJl IOBPIIN PO
3. NuBapujantaa koHTakTHa opMa ca ciaejiehoM KOHMUTYPAIjoM KPYKHUATA Y
M he dutu 3aternyrta, ajau Hehe duTH €/1ado MONyHLUBA, T€ CAMUM TUM HU jAKO

HOITYIbUBA.
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Cnuka 5.4: llpumep xomdwurypaimje KpyKHUIA 32 KOJU J00HMjaMO KOHTAKTHY
CTPYKTYPY KOja je 3aTerunyra, aJii HUje cJ1ado MOIyHhUBA.

IIpumep 21. Hexka cy 7 : S' x M — M u w : S' x M’ — M’ rpusujanna
Sl —riasna paciojema HaJ HOBpIIHMa poja 3 u 4 pemom. 3a cienehie xondury-
panuje Kpy:KHUIA J00MjaMO WHBapHjaHTHE KOHTAKTHE CTPYKType Koje Cy CJ1ado

IOy ’bUBE, aJIl HE U JaKO IIOIyHUBE.

g i

-

Cauka 5.5: Kondwurypariuje cuaryiapHux KpyKHUIA Y IOBPIIHMa poja 3 u 4 3a
KoOje jo0mjamMo cjado, aJii He W JaKO IOIyHhUBE WHBApPUjaHTHE KOHTAKTHE (DopMe
Ha TOTAJHIM HPOCTOPHMA TPUBHja HIX S'—TIaBHEX Paciojema.
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KOHTAKTHHX CTPYKTYPA

5.3 OTBopeHa nuTama

3a Kpaj HaBOJIMMO jOII Tap OTBOPEHUX IMUTabha KAKO OUCMO YKA3aJIM HA aKTyeJI-
HocT S!—WMHBapHWjaHTHIX KOHTAKTHUX CTPYKTYPa Ha PACJIOjerbIMa, Ha,T IIOBPIIIMA

y CKJIOIy KOHTAKTHE TeOMeTpHje U MOJepHE MaTeMaTUKe.

1. Ykoauko je MHBapujaHTHa KOHTaKTHa (opma « Kojy JIym koHcTpywuiie y
nokazy Teopeme 2.0.1 3aBpHyTa, Ja Jin yBeK y 0a3Ho] mospiimu M mocToju

KOHTPAKTHOMJIHA KpyKHUIa >; C 37

2. la nmu ce 2ZKupyoB KputepujyM 3areraytoctu H.2.6 MoxKe aJlalTUpATH Ha

HerpuBujaaHa S'—riaBHa paciojema?

3. Koje konrtakTHe cTpyKType n00ujere kKoHcTpykiujom u3 2.0.1 cy 3arernyre,

a Koje 3aBpHyTE?
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